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Kapitel 1

Maschinelles Lernen und Data
Mining

Katharina Morik, Stefan Wrobel und Thorsten Joachims

Das folgende Kapitel gibt eine Einfiihrung in die wichtigsten Themen, theoretischen
Grundlagen, Verfahren und Anwendungen des Forschungsgebietes “maschinelles Lernen”.
Das maschinelle Lernen (vom englischen machine learning) beschéftigt sich mit der compu-
tergestiitzten Modellierung und Realisierung von Lernphdnomenen. Durch diese Definition
ist der Gegenstandsbereich des Gebietes zwar umfassend, aber nicht prézise beschrieben.
Der néchste Abschnitt wird sich daher zunachst der Frage widmen, wie Lernen und ma-
schinelles Lernen angemessen definiert werden kénnen, und einen Uberblick geben iiber
die Entwicklung und den aktuellen Zustand dieses Forschungs- und Anwendungsgebietes
inklusive der Bereiche Data Mining bzw. Wissensentdeckung.

Im Abschnitt 1.2 fithren wir danach die Lernaufgabe ein, mit der sich ein grofier Teil
des maschinellen Lernens und auch dieses Kapitels beschiftigen: das Lernen von Funktio-
nen aus Beispielen. Die darauffolgenden Abschnitte beschreiben verschiedene Spezialisie-
rungen dieser Aufgabe zusammen mit prototypischen Verfahren zu ihrer Losung: Entschei-
dungsbdaume (Abschnitt 1.3), instanzbasiertes Lernen (Abschnitt 1.4), Stiitzvektormethode
(Abschnitt 1.5). Da den neuronalen Netzen in diesem Buch ein eigenes Kapitel gewidmet
ist, werden sie hier nicht noch einmal behandelt. Auch genetische Programmierung oder
evolutionédre Strategien fehlen, obwohl sie durchaus zum Funktionslernen eingesetzt werden
kénnen. Es folgt ein Abschnitt, der sich mit der grundlegenden theoretischen Lernbarkeit
von Funktionen aus der Sicht des sog. PAC-Lernens (Abschnitt 1.6) beschéftigt (die Sicht
der Identifikation im Grenzwert [Angluin und Smith, 1983], [Lange und Zeugmann, 1992]
wird hier nicht dargestellt). Da sich aus der Verwendung pradikatenlogischer Hypothe-
senrdaume besondere Herausforderungen ergeben, widmen sich die folgenden Abschnitte
speziell diesem Teilbereich des maschinellen Lernens. Wir beginnen mit dem Funktions-
lernen (Begriffslernen) (Abschnitt 1.7) und fahren in Abschnitt 1.8 mit der Aufgabe der
Revision logischer Theorien fort. Auch fiir die logischen Verfahren folgt ein Abschnitt (1.9),
der sich mit theoretischen Lernbarkeitsfragen befasst.

In weiteren Abschnitten wenden wir uns danach verschiedenen deskriptiven Lernauf-
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4 Kapitel 1. Maschinelles Lernen und Data Mining

gaben zu. In Abschnitt 1.10 erértern wir Verfahren zum assoziativen Regellernen, gefolgt
von der Aufgabe der Subgruppenentdeckung in Abschnitt 1.11 und der Clusteranalyse in
Abschnitt 1.12. SchlieBlich diskutieren wir Verfahren zum Erlernen optimaler Handlungs-
vorschriften aus Erfahrungen, das so genannte Verstarkungslernen (Abschnitt 1.13).

1.1 Was ist maschinelles Lernen

Wie oben ausgefithrt bezeichnet man als “maschinelles Lernen” ein Forschungsgebiet,
das sich mit der computergestiitzten Modellierung und Realisierung von Lernphdnomenen
beschéaftigt. Dabei ist es durchaus niitzlich, sich bei der Interpretation des fiir das Gebiet
zentralen Schliisselbegriffs “Lernen” zunachst von der intuitiven Bedeutung dieses Wortes
leiten zu lassen, denn es ist, wie wir nun sehen werden, nicht einfach, eine zugleich prazise
und umfassende intensionale Definition von “Lernen” zu geben.

1.1.1 Intensionale Definitionsversuche

Es ist nicht einfach, unser intuitives Verstandnis von Lernen in eine prazise und umfassende
Definition zu fassen, wie zwei klassische Definitionen von “Lernen” belegen. So definiert
Herbert Simon [Simon, 1983]:

Lernen ist jeder Vorgang, der ein System in die Lage versetzt, bei der zukiinftigen
Bearbeitung derselben oder einer dhnlichen Aufgabe diese besser zu erledigen.
Diese Definition wurde unter anderem von Ryszard Michalski, einem weiteren Pionier des
maschinellen Lernens, kritisiert, weil das Ziel beim Lernen nicht immer offensichtlich ist,
und es auch Lernen ohne konkretes vorgefasstes Ziel geben kann, z. B. wenn man durch
eine Stadt lauft und sich merkt, wo sich die Bibliothek befindet, ohne konkret vorzuhaben,
die Bibliothek aufzusuchen. Auch ist nicht jede verbesserte Aufgabenlésung Lernen (ein
geschérftes Messer schneidet besser, hat aber nicht gelernt). Als alternative Definition hat

Michalski daher vorgeschlagen [Michalski, 1986]:
Lernen ist das Konstruieren oder Verandern von Repriasentationen von Erfah-
rungen.
Diese Definition ist einerseits bereits so allgemein, daf} sie kaum noch niitzlich ist, und
kann andererseits immer noch als zu eng kritisiert werden, denn nicht immer miissen beim
Lernen Reprasentationen im engeren Sinne im Spiel sein.

Wesentlich praziser, allerdings deutlich weniger umfassend, ist demgegeniiber die Zu-
riickfithrung auf eine der drei klassischen logischen Schlufiformen, namlich den induktiven
Schlul. Die drei Schlufiformen werden gerne anhand der Sterblichkeit von Sokrates illu-
striert:

Deduktion: Aus “Alle Menschen sind sterblich.” und “Sokrates ist ein Mensch.”
schliefle “Sokrates ist sterblich.” (wahrheitserhaltend).

Induktion: Aus “Sokrates ist ein Mensch.” und “Sokrates ist sterblich.” schlie-
e “Alle Menschen sind sterblich.” (falschheitserhaltend bzgl. der zweiten Aus-

sage).
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Abduktion: Aus “Sokrates ist sterblich.” und “Alle Menschen sind sterblich.”
schliefle “Sokrates ist ein Mensch.” (falschheitserh. bzgl. der ersten Aussage).

Wiéhrend wohl die meisten Forscher zustimmen wiirden, dass der induktive Schluff vom
Besonderen auf das Allgemeine ein wesentliches Element des maschinellen Lernens ist, so
schliefit auch diese Definition viele Spielarten des Lernens aus und ist nicht so prézise,
dafl mit ihrer Hilfe genau entschieden werden konnte, ob ein bestimmtes Phinomen ein
Lernphénomen ist.

1.1.2 Extensionale Definition iiber Lernaufgaben

Alternativ kann man deshalb versuchen, das maschinelle Lernen extensional iiber die einzel-
nen Typen von Lernaufgaben zu definieren, mit denen man sich (bisher) in diesem Gebiet
beschéaftigt. Dies hat den Vorteil, dass eine einzelne Lernaufgabe in informatiktypischer
Manier sehr prézise definiert werden kann.
Eine Lernaufgabe wird definiert durch eine Beschreibung der dem lernenden
System zur Verfiigung stehenden Eingaben (ihrer Art, Verteilung, Eingabe-
zeitpunkte, Darstellung und sonstigen Figenschaften), der vom lernenden Sy-
stem erwarteten Ausgaben (ihrer Art, Funktion, Ausgabezeitpunkte, Darstel-
lung und sonstigen Eigenschaften) und den Randbedingungen des Lernsystems
selbst (z.B. maximale Laufzeiten oder Speicherverbrauch).

Innerhalb einer jeden so definierten Lernaufgabe ist also genau spezifiziert, was es bedeu-
tet, wenn ein System lernt: es lernt erfolgreich genau dann, wenn es in der Lage ist, bei
Eingaben, die den Spezifikationen entsprechen, unter den geforderten Randbedingungen
Ausgaben mit den gewiinschten Eigenschaften zu erzeugen.

Verwenden wir die bekannteste und am héufigsten betrachtete Lernaufgabe, das Lernen
aus klassifizierten Beispielen zur ersten (noch unprazisen und idealisierten) [llustration. Bei
dieser Lernaufgabe wird angenommen, dass es eine unbekannte Funktion (nennen wir sie
f) gibt, die Objekten einer bestimmten Grundmenge einen Zielwert zuordnet. Die Objekt-
menge koénnte beispielsweise alle Kreditkartentransaktionen eines bestimmten Anbieters
sein, und die gesuchte Funktion ordnet jeder Transaktion entweder den Wert “in_ordnung”
oder den Wert “betriigerisch” zu. Dem lernenden System wird nun eine Menge von Beispie-
len der gesuchten Funktion zur Verfiigung gestellt. Jedes Beispiel besteht erstens aus einer
Objektbeschreibung, und zweitens dem Zielwert, den f diesem Objekt zuordnen wiirde.
Lernen bedeutet in dieser Klasse von Lernaufgaben, das das lernende System mit den gege-
benen Beispielen als Eingabe eine Funktionsbeschreibung h (die “Hypothese”) ausgibt, mit
der bei zukiinftig vorgelegten Instanzen, also Objektbeschreibungen mit noch unbekanntem
Zielwert, der Zielwert von f méglichst gut vorhergesagt werden kann.

Wir werden auf diese und andere Lernaufgaben im Verlauf des Kapitels noch genauer
eingehen, ihre verschiedenen Prézisierungen und entsprechende Lernverfahren kennenler-
nen, und dabei also das Gebiet des maschinellen Lernens sozusagen en passant extensional
definieren. Dabei bleibt die Schwiche jeder extensionalen Definition natiirlich erhalten: die-
ses Kapitel kann nicht alle bekannten Lernaufgaben behandeln, und die Weiterentwicklung
der Forschung im maschinellen Lernen ist gerade auch durch die Neu- und Redefinition
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von Lernaufgaben gekennzeichnet.

1.1.3 Motivationen und Anwendungen

Je nach Motivation der Forschenden fiir die computergestiitzte Beschéftigung mit Lern-
phdnomenen ergeben sich unterschiedliche Blickrichtungen auf das Gebiet. Aus der kogni-
tionsorientierten Perspektive ist man daran interessiert, mit Hilfe von Computermodellen
das menschliche Lernen besser zu verstehen und abzubilden. Aus der theoretischen Per-
spektive ist man daran interessiert, grundséatzlich zu verstehen, welche Lernaufgaben fiir
welche lernenden Systeme mit welchem Aufwand prinzipiell zu bewéltigen sind. Aus der
algorithmisch-anwendungsorientierten Perspektive schlieilich ist man daran interessiert,
Verfahren zu entwickeln und Systeme zu konstruieren, die in praktisch relevanten Anwen-
dungen Lernaufgaben l6sen und einen Nutzen erbringen. Dabei sind diese Perspektiven
keineswegs vollig disjunkt. Es gibt im Gegenteil viele Arbeiten im maschinellen Lernen,
bei denen praktisch erfolgreiche Verfahren zunachst aus kognitiver Perspektive entwickelt
worden sind und schliellich auch zu entsprechenden formalen Modellen fiihrten.

Bei der praktischen Anwendung des maschinellen Lernens lassen sich (mindestens) zwei
grofle Bereiche unterscheiden. Da ist zum einen die interaktive Analyse von vorher gesam-
melten Datenbestdnden mit Hilfe von Lernverfahren. Dieser Anwendungstyp hat in den
letzten Jahren eine sehr hohe Aufmerksamkeit erfahren, nicht zuletzt im Data Mining
bzw. bei der Wissensentdeckung in Datenbanken (engl. knowledge discovery in databa-
ses), auf die wir im folgenden Abschnitt etwas genauer eingehen. Genau so wichtig ist
aber die Verwendung von Lernverfahren zur Erzielung adaptiven Verhaltens, d.h., ihrer
Online-Nutzung in einem Performanzsystem. Die verschiedenen Abschnitte dieses Kapitels
enthalten jeweils Anwendungsbeispiele aus diesen Bereichen fiir die verschiedenen Lernauf-
gaben.

1.1.4 Wissensentdeckung

Uber die Definitionen der Begriffe Data Mining bzw. Knowledge Discovery in Databa-
ses (KDD) herrscht derzeit weitgehend Einigkeit. Im wissenschaftlichen Bereich wird die
folgende Definition des Begriffs KDD oft zitiert [Fayyad et al., 1996]:

Wissensentdeckung in Datenbanken ist der nichttriviale ProzeB der Identifi-
kation giiltiger, neuer, potentiell niitzlicher und schluflendlich verstandlicher
Muster in (grofien) Datenbestanden.

Data Mining wird dabei als Bezeichnung fiir den eigentlichen Analyseschritt, in dem
Hypothesen gesucht und bewertet werden, verwendet, d.h. Data Mining ist ein Teilschritt
des KDD-Prozesses. Im kommerziellen Bereich wird diese Unterscheidung oft nicht getrof-
fen, hier wird der Begriff Data Mining in der Regel als Synonym von bzw. anstatt des
(vielleicht zu unhandlich langen) Begriffs “Knowledge Discovery in Databases” verwendet.
Im Deutschen wird in der Regel die Bezeichung “Wissensentdeckung” (WED) oder einfach
ebenfalls “Data Mining” verwendet [Wrobel, 1998].
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Abbildung 1.1: Der KDD-Prozess

Die Betonung des Prozeflaspektes in der Definition verweist auf die umfassende Sicht-
weise, die KDD auf den Prozefl der Datenanalyse hat: es werden alle Schritte von der ersten
Beschiftigung mit einer Doméne bis hin zur Verwendung der FErgebnisse in Reports oder
installierten Softwaresystemen betrachtet (Abbildung 1.1).

Was unterscheidet nun KDD vom Maschinellen Lernen? Zunéchst einmal beinhaltet das
Maschinelle Lernen grosse Bereiche, die bei KDD nicht betrachtet werden, insbesondere
die Nutzung von Lernverfahren zur Erzielung von Adaptivitdt. Diese “Hélfte” des Maschi-
nellen Lernens ist bei KDD normalerweise nicht von Interesse (ebensowenig wie Modelle
menschlicher Lernprozesse). Gemeinsam ist beiden Gebieten das Interesse an der Analyse
bereits gesammelter Daten, und tatsachlich kommen im Analyseschritt zu grossen Tei-
len Techniken des Maschinellen Lernens zum Einsatz. Der Bereich der Wissensentdeckung
hat andererseits das Maschinelle Lernen um einige interessante deskriptive Lernaufgaben
bereichert, wie z.B. die Subgruppenentdeckung (Abschnitt 1.11) oder das Lernen von As-
soziationsregeln (Abschnitt 1.10).

Ein weiterer Unterschied zwischen KDD und ML liegt in den Anforderungen an die
Skalierbarkeit der Verfahren. Hier betont KDD sehr viel stérker als das “klassische” ML die
Notwendigkeit, mit “groflen” Datenmengen umzugehen. Dabei bezieht sich Gréfie sowohl
auf die Anzahl der Variablen (Spalten der einzelnen Tabellen), wo einige Hundert bis einige
Tausend angestrebt werden, als auch auf die Anzahl der Datenpunkte (Zeilen), wo die Ziele
im Millionen- bis Milliardenbereich liegen. So ist denn auch der Datenbankbereich neben
der Statistik eine der wichtigsten zu KDD beitragenden Nachbardisziplinen.

Auch wenn in der KDD der interaktive und iterative Prozess, bei dem Mensch und Lern-
verfahren gemeinsam verstédndliches und interessantes Wissen entdecken, sehr stark betont
wird, so heifit das nicht, das diese Sicht im Maschinellen Lernen nicht ebenso verbreitet
war; KDD hat hier jedoch zu einer deutlichen Explizierung beigetragen.
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ID | Feuchte Sdure Temp. | Klasse ID | Feuchte Sdure Temp. | Klasse
1 | trocken basisch 7 W 9 | trocken alkalisch 9 W
2 feucht neutral 8 N 10 | trocken alkalisch 8 W
3 | trocken neutral 7 W 11 feucht basisch 7 N
4 feucht alkalisch 5 N 12 feucht neutral 10 W
5 | trocken neutral 8 N 13 | trocken basisch 6 W
6 | trocken neutral 6 W 14 feucht alkalisch 7 N
7 | trocken neutral 11 N 15 | trocken basisch 3 N
8 | trocken neutral 9 N 16 | trocken basisch 4 W

Tabelle 1.1: Beispiele fiir Standorte einer Pflanzenart

1.2 Funktionslernen aus Beispielen

Das Funktionslernen aus Beispielen ist unbestritten die popularste, am héufigsten betrach-
tetste und auch am haufigsten genutzte Lernaufgabe des Maschinellen Lernens. Betrachten
wir eine Beispielanwendung aus dem Bereich der Pflanzendkologie [Kirsten et al., 1998].
Fiir das wissenschaftliche Verstdndnis der Pflanzenwelt, aber auch fiir praktische Zwecke,
z.B. fiir die Auswahl von Pflanzen fiir die Wiederaufforstung von Fléchen, ist es von grofler
Bedeutung, genau zu verstehen, unter welchen boden- und lokalklimatischen Bedingungen
eine bestimmte Pflanzenart wachsen kann. Gesucht wird also ein Klassifikator, der fiir einen
bestimmten Standort entscheiden kann, ob z.B. die Rotbuche an diesem Standort wachsen
kann. Um solche Klassifikatoren manuell aufzustellen, bereisen Okologen unterschiedliche
Standorte, halten die Eigenschaften des Bodens und des Lokalklimas fest und stellen fest,
ob eine bestimmte Pflanze an diesem Standort wachsen konnte oder nicht. So entstehen
also fiir jede Pflanzenart Beispiele von Standorten, an denen diese Pflanze wachsen kann,
und Beispiele von Standorten, an denen diese Pflanze nicht wachsen kann®.

Tabelle 1.1 zeigt einige Beispiele solcher Standorte fiir die Rotbuche?. Jede Zeile dieser
Tabelle stellt dabei einen Standort dar. In der ersten Spalte finden wir einen numerischen
Bezeichner fiir den Standort. Das Merkmal Bodenfeuchte kann die Werte trocken oder
feucht annehmen, das Merkmal Bodensdure die Werte basisch, neutral oder sauer, und das
Merkmal Durchschnittstemperatur die gemessene Durchschnittstemperatur auf eine Stelle
gerundet. Die letzte Spalte der Tabelle gibt die Klassifikation des Standortes an. Mit W
sind diejenigen Standorte gekennzeichnet, an denen die Rotbuche wachsen kann, mit N
sind diejenigen Standorte gekennzeichnet, an denen sie nicht wachsen kann.

Sollen nun die Okologen bei der aufwendigen Formulierung der Klassifikatoren un-
terstiitzt werden, so handelt es sich dabei um die Lernaufgabe “Funktionslernen aus Bei-
spielen”. Wir gehen nédmlich implizit davon aus, dafl es eine uns und dem Lernverfahren

'Es wird geschitzt, daf allein in Deutschland in diesem Jahrhundert einige hunderttausend Standortan-
sprachen gesammelt worden sind. Tatséchlich kann durch eine Standortbegehung nur festgestellt werden,
dafl eine bestimmte Pflanze an einem bestimmten Standort wéchst, da natiirlich nicht alle Pflanzen, die
potenziell dort wachsen kénnten, tatsdchlich auch anzutreffen sind. Zur Vereinfachung unseres Beispiels
betrachten wir diese Problematik hier nicht.

?Das Beispiel ist fiktiv, stark vereinfacht und dient nur zur Illustration. Es sollte nicht als akkurate
Beschreibung 6kologischer Zusammenhinge gelesen werden.
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nicht bekannte Klassifikationsfunktion f gibt, die fiir jeden Standort die “wahre” Klassifi-
kation ausgibt. Die Beispiele in unserer Tabelle stellen also eine Stichprobe des Verhaltens
dieser Funktion f dar, die in unserem Fall durch die Gesetze der Biologie bestimmt wird.
Den gesuchten Klassifikator konnen wir als eine Funktion & ansehen, welche idealerweise fiir
jeden méglichen Standort genau das gleiche Frgebnis liefern sollte wie die uns unbekannte
Funktion f. Ein moglicher Klassifikator / (in Regelform) konnte beispielsweise sein:
“Wenn Bodenfeuchte=trocken und Bodensédure=neutral, dann Klasse=W, sonst
Klasse=N.”
Dieser Klassifikator liefert allerdings bereits fiir die Beispiele nicht genau die gleichen Er-
gebnisse wie die unbekannte Funktion f, so dafl wir ihn wohl nicht als wiinschenswertes
Lernergebnis ansehen wiirden.
Wir prazisieren daher die Lernaufgabe “Funktionslernen aus Beispielen” wie folgt.

Definition 1.2.1 (Funktionslernen aus Beispielen) FEs sei X eine Menge méglicher
Instanzenbeschreibungen, D eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf X, und Y eine Menge
maoglicher Zielwerte. Fs sei weiterhin H eine Menge zulidssiger Funktionen (auch als Hypo-
thesensprache Ly bezeichnet). Eine Lernaufgabe vom Typ Funktionslernen aus Beispielen
sieht dann wie folgt aus.
Gegeben:
e Fine Menge F von Beispielen der Form (x,y) € X x Y, fir die gilt: y = f(x) fir
eine unbekannte Funktion f.
Finde: Fine Funktion h € H
e so daf$ der Fehler errorp(h, f) von h im Vergleich zu f bei gemdf der Verteilung D
gezogenen Instanzen aus X mdglichst gering ist.

Beispiele der gleichen Form (x,y) kénnen auch mehrfach in £ vorkommen. Trotzdem
spricht man von F meist als Menge, da jedes Beispiel einem unterschiedlichen Ereignis
oder Objekt in der Welt entspricht. Auch die Rolle der Verteilung D bedarf weiterer
Erlduterungen. So wére es doch viel einfacher gewesen zu fordern, dafy der gelernte Klassi-
fikator i moglichst viele der gegebenen Beispiele genauso klassifiziert wie die unbekannte
Funktion f. Dieses Giitemaf fiir eine gelernte Funktion i bezeichnet man als Trainings-
fehler, da die gegebenen Beispiele F oft auch als Trainingsmenge bezeichnet werden.

Definition 1.2.2 (Trainingsfehler) Scien F, f und H wie in der vorhergehenden Defi-
nition. Als Trainingsfehler von h beziiglich [ bezeichnet man

errorg(h) = Z error(h(x),y)

(z,y)eE

wobei man tblicherweise fiir numerische Zielwerte Y definiert:
error(h(2), ) = (h(z) — 1)?
und fir diskrete Zielmengen Y mit nur wenigen Werten:
error(h(x),y) := 0, wenn h(z) =y, sonst 1

Ersteren bezeichnet man als den quadrierten Fehler, letzteren als 0-1-loss.
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Der Trainingsfehler misst also, wie gut unsere gelernte Funktion i die bereits bekannten
Objekte klassifiziert. Er ist daher einfach auszuwerten, doch tatséchlich ist man nahelie-
genderweise mehr daran interessiert, wie gut die gelernte Funktion bei zukiinftigen, noch
nicht bekannten Objekten mit der wahren, aber unbekannten Funktion f iibereinstimmt.
Um dies sinnvoll definieren zu kénnen, miissen wir wenigstens annehmen, daf3 die uns
zukiinftig prasentierten, zu klassifizierenden Objekte aus den einzelnen Bereichen aus dem
Instanzenraum X mit dhnlicher Haufigkeit gewdhlt werden wie dies bei den Beispielen F
der Fall war. Gilt dies nicht, so kann man sich leicht vorstellen, dafl unsere Lernaufgabe
sehr schwer bzw. unlésbar wird. Wir nehmen genau deshalb an, daf} es die oben eingefiihrte
Wahrscheinlichkeitsverteilung D gibt, die die Auswahlwahrscheinlichkeit bestimmter In-
stanzen aus X sowohl fiir die Beispiele als auch fiir zukiinftig zu klassifizierende Objekte
angibt. Mit Hilfe von D kénnen wir nun auch den eigentlich zu minimierenden wahren
Fehler definieren.

Definition 1.2.3 (Wahrer Fehler) Seien D, f und H wie in den vorangegangenen De-
finitionen. Als wahren Fehler der Hypothese h bezeichnet man:

errorp(h, f) := Eplerror(h(x), f(x)]

also den erwarteten (durchschnittlichen) Fehler, falls Instanzen aus X gemdff D gewdhlt
werden.

Da ein Lernverfahren D und f selbst nicht kennt, sondern nur die mit D gewéahlten
Beispiele E, ist der wahre Fehler nicht direkt zu bestimmen. Dennoch miissen Lernver-
fahren sicherstellen, daf} sie nicht einfach den Trainingsfehler minimieren, denn dabei tritt
das Phinomen der sogenannten Uberanpassung (engl. overfitting) auf. Uberanpassung be-
deutet, dafl ein Lernverfahren eine Hypothese auswahlt, die zwar auf den Trainingsdaten
einen minimalen Fehler hat, jedoch auf spateren zu klassifizierenden Daten einen sehr viel
héheren wahren Fehler aufweist als andere ebenfalls mogliche Hypothesen. Das Lernver-
fahren hat sich also den verfiigharen Trainingsbeispielen sehr genau angepafit, dabei jedoch
die zugrunde liegende wahre Funktion f nicht optimal erfafit.

Dieses Phanomen tritt wohlgemerkt nicht nur dann auf, wenn die Beispieldaten wver-
rauscht sind, also durch fehlerhafte Eingaben Beispiele enthalten, bei denen y # f(x).
Auch wenn die Beispielmenge fehlerfrei der gesuchten Funktion f entspricht, kann es
bei geniigend groflem oder ungiinstig gestaltetem Hypothesenraum Ly Hypothesen ge-
ben, die zuféllig die gesehenen Beispiele richtig klassifizieren, von der gesuchten Funk-
tion f aber ansonsten weit entfernt sind. Alle im folgenden vorgestellten Lernverfahren
enthalten daher Mechanismen, um das Uberanpassungsphinomen vermeiden zu helfen
(siehe z. B. die Nutzung einer Validierungsmenge, Abschnitt 1.3.1, oder die Kreuzvali-
dierung, Abschnitt 1.4.2). Allgemein kann man solche Anséitze als Modellselektionsver-
fahren sehen, und die aktuelle Forschung verwendet auch eher den allgemeinen Begriff
der Modellselektion als den Begriff der Uberanpassung (siche z.B. [Kearns et al., 1997;
Scheffer und Joachims, 1999], auch mit Hinweisen auf andere Modellselektionsansitze).
Weitere sehr populdre allgemeine Ansdtze zur Steigerung der Genauigkeit eines Lernver-
fahrens beruhen auf Kombinationen verschiedener gelernter Modelle (bagging [Breiman,

1996], boosting [Schapire, 1999]).
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Definition 1.2.1 beschreibt nur einen Spezialfall des Funktionslernens aus Beispielen.
Es wird die Annahme gemacht, dass es eine Funktion f gibt, welche fiir die gleiche In-
stanzenbeschreibung © immer den gleichen Zielwert y = f(x) liefert. Der Zusammenhang
ist also deterministisch. Realistischer ist es meist, den Zusammenhang durch eine beding-
te Wahrscheinlichkeitsverteilung P(Y|X') zu modellieren. Dann geht nicht nur D = P(X),
sondern auch P(Y|X) in den wahren Fehler ein. Analog zu f und P(X) in Definition 1.2.1,
beschreibt im allgemeinen Fall P(X,Y) = P(Y|X)P(X) das Lernziel vollstandig.

Abschlielend sei noch erwahnt, daf} sich fiir bestimmte Auspragungen der Lernaufgabe
Funktionslernen aus Beispielen besondere Namen eingebiirgert haben. Besteht die Ziel-
menge Y aus einer Menge mit zwei diskreten Werten, spricht man auch von Begriffslernen
aus Beispielen, bei dem alle Objekte mit einer bestimmten Auspriagung von Y als “In-
stanzen” (Mitglieder) und alle Objekte mit der anderen Auspragung als “Nicht-Instanzen”
(Nicht-Mitglieder) bezeichnet und die gesuchte Funktion als “Begriff” bezeichnet werden.
Bei unserer Beispielanwendung zum Pflanzenwuchs handelt es sich also um Begriffsler-
nen aus Beispielen. Hat Y mehr als zwei, aber nur sehr wenige Werte, so spricht man
auch vom Lernen von Klassifikationen. Ist Y dagegen numerisch, so bezeichnet man die
Funktionslernaufgabe oft auch als Regression. Wie wir in Abschnitt 1.7 zur Induktiven
Logikprogrammierung sehen werden, lassen sich auch Klassifikations- und Regressionsauf-
gaben auf bindre Begriffslernprobleme abbilden, indem man nicht eine Funktion lernt, die
eine Instanz x auf einen Zielwert y abbildet, sondern eine Funktion, die das Paar (x,y)
genau dann auf den Wert 1 (bzw. true) abbildet, wenn y = f(x), und sonst auf 0 (bzw.
false).

1.2.1 Lernen als Suche

Bei der Lernaufgabe “Funktionslernen aus Beispielen” - und auch bei anderen Lernaufga-
ben - ist es oft niitzlich, sich den Lernprozef} als Suche nach einer geeigneten Hypothese h
innerhalb des zur Verfiigung stehenden Hypothesenraums L vorzustellen [Mitchell, 1982].
Dadurch kann man verschiedene Lernverfahren leicht anhand der Suchstrategie, die sie in-
nerhalb dieses Suchraumes verfolgen, einordnen. Insbesondere lassen sich folgende grobe
Klassen von Suchstrategien unterscheiden.

Geordnete Suche In bestimmten Hypothesenrdumen Lj ist es moglich, die Hypothesen
entlang einer sogenannten Verallyemeinerungsrelation anzuordnen (siehe auch Ab-
schnitt 1.7). Betrachten wir dazu noch einmal unsere 6kologische Beispielanwendung.
Es sei nun unsere Hypothese h; die Regel “Wenn Bodensdure = neutral, dann Klasse
= W.”. Betrachten wir als zweite Hypothese hy die Regel “Wenn Bodensidure = neu-
tral und Bodenfeuchte = trocken, dann Klasse = W.”. Man kann sich nun iiberlegen,
daf alle Standorte, die mit iy der Klasse W zugeordnet werden koénnen, auch mit
hy der Klasse W zugeordnet werden kénnen. hy ist allgemeiner als hy. Kann man
fiir einen Hypothesenraum eine solche Allgemeinheitsrelation definieren, so kénnen
Lernverfahren ihre Suche effizienter gestalten, indem sie beispielsweise mit der allge-
meinsten Hypothese beginnen, und diese dann sukzessive durch weniger allgemeine
(speziellere) Hypothesen ersetzen. Dieses ist besonders schon bei den in Abschnitt 1.7
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beschriebenen Verfahren der Induktiven Logikprogrammierung zu sehen.

Gradientensuche Bei vielen Lernverfahren bestehen die Hypothesenraume aus numeri-

schen Funktionen, die bei vorgegebener Form durch eine feste Anzahl numerischer
Parameter bestimmt werden. Das einfachste Beispiel hierfiir sind lineare Funktionen,
die auf der Basis von numerischen Merkmalen x4, ..., z, einen numerischen Wert y
wie folgt vorhersagen:
y=h(z)="by+ bz + -+ bz,

Fiir viele Klassen solcher Funktionen 14t sich der Gradient (die partielle Ableitung,
die “Steigung”) des Fehlers beziiglich der Funktionsparameter berechnen. Ausgehend
von einer anfanglichen Hypothese kann das Lernverfahren dann die Parameter der
Hypothese jeweils in Richtung der starksten Fehlerverringerung verdndern. Fine sol-
che Suche fiihrt beispielsweise der Backpropagation-Algorithmus fiir neuronale Netze

REFERENZ aus [Rumelhart et al., 1986], der in Kapitel beschrieben wird. Auch die in Ab-
AUF AN- schnitt 1.5 beschriebene Stiitzvektormethode nutzt die numerischen Figenschaften
DERES des Hypothesenraumes in einem iterativen Verfahren aus®.

BUCH- Stochastische Suche Bei der stochastischen Suche werden im Prinzip keine Annahmen
KAPITEL

iiber Struktur und Eigenschaften des Hypothesenraumes Ly gemacht. Stattdessen
geht man davon aus, dafl dem Lernverfahren eine Reihe von Operatoren zur Verfiigung
stehen, die in der Lage sind, aus einer oder mehreren bestehenden Hypothesen neue
Hypothesen zu erzeugen. Dabei wird normalerweise darauf geachtet, daff das Verfah-
ren sowohl Operatoren zur Verfliigung hat, die kleine Verdnderungen erzeugen, als
auch solche, die grofle Spriinge im Hypothesenraum machen kénnen. Die Suche im
Hypothesenraum geschieht dann, ausgehend von einer oder mehreren Anfangshypo-
thesen, durch geeignete stochastische Auswahl der jeweils anzuwendenden Operato-
ren. So wird beim sogenannten simulierten Ausglihen ([Kirkpatrick et al., 1983], engl.
simulated annealing) die anfangs hohe Wahrscheinlichkeit fiir die Auswahl weit sprin-
gender Operatoren im Laufe des Lernlaufs immer weiter reduziert, um so schlielich
zu einer bestimmten Hypothese konvergieren zu kénnen. Fin weiteres populares Bei-
spiel der operatorgestiitzten Suche sind die genetischen Algorithmen [Goldberg und
Holland, 1988], bei denen eine Population von n Hypothesen durch Operatoren evol-
viert wird, die durch die Biologie inspiriert wurden (Selektion, Mutation, Crossover).

Nach der Lektiire der Beschreibung der unterschiedlichen Lernverfahren in den folgen-

den Abschnitten ist es eine niitzliche Ubung, sich klarzumachen, welche Eigenschaften des
Hypothesenraums von dem jeweiligen Lernverfahren ausgenutzt werden, und mit welcher
Suchstrategie es seine Ausgabehypothese produziert.

1.3 Entscheidungsbiume

Entscheidungsbaumverfahren [Breiman et al., 1984; Quinlan, 1993; Murthy, 1998] sind
wahrscheinlich zur Zeit die populérsten und am haufigsten benutzten Verfahren des ma-

3Fiir lineare Funktionen 148t sich das Fehlerminimum im iibrigen algebraisch bestimmen, so da man

dort keine Gradientensuche benotigt.
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Abbildung 1.2: Entscheidungsbaum zur Standortbeurteilung

schinellen Lernens. Dies liegt vermutlich daran, daf} sie einfach zu bedienen sind, nur relativ
kurze Laufzeiten benétigen und dafl die produzierten Entscheidungsbédume fiir die Benut-
zer relativ einfach zu verstehen sind. Betrachten wir als Beispiel einen Entscheidungsbaum,
mit dem man die im vergangenen Abschnitt vorgestellte Aufgabe der Klassifikation von
Standorten hinsichtlich ihrer Eignung fiir die Rotbuche vornehmen kénnte.

Der in Abbildung 1.2 gezeigte Entscheidungsbaum ist von oben nach unten zu lesen. Zur
Klassifikation eines neuen Standortes beginnt man an der Wurzel des Baumes und priift
zunachst den Wert des in diesem Knoten angegebenen Attributs. Man verfolgt dann den
Pfad zum nachsten Knoten, der dem in der zu klassifizierenden Instanz vorgefundenen Wert
des Attributs entspricht. Dadurch gelangt man zu einem neuen Knoten, wo das néchste
zu priiffende Attribut wartet und so weiter. Schlieflich gelangt man zu einem Blattknoten,
in dem keine weitere Frage, sondern die auszugebende Klasse steht. Bei dem in der Abbil-
dung gezeigten Entscheidungsbaum wiirde also der Standort < trocken, alkalisch,7 > vom
Wurzelknoten aus zunéchst in den linken Ast wandern, um dann nach rechts zu verzweigen
und somit als “W7” klassifiziert zu werden.

Dieses Beispiel zeigt bereits die Lernaufgabe, die von den meisten aktuellen Entschei-
dungsbaumverfahren gelést wird.

Definition 1.3.1 (Entscheidungsbaumlernen) FEntscheidungsbaumverfahren losen die
Lernaufgabe Funktionslernen aus Beispielen, wobei X eine Menge von durch n numerische
oder diskrete Attribute beschricbenen Instanzen ist, Y eine kleine Menge von diskreten Klas-
senwerten und Ly die Menge der aus diesen Attributen und thren Werten konstruterbaren
Entscheidungsbiumen istt.

Wie in unserem Beispiel werden als Bedingungen an den Knoten und Pfaden des Bau-
mes in der Regel die Operatoren =, < und oft auch € (aktueller Wert muf} Element einer
angegebenen Wertemenge sein) zugelassen.

“Es gibt auch Entscheidungsbaumverfahren, die komplexere Instanzenriume X beziehungsweise auch
numerische Wertemengen Y verarbeiten kénnen. Wir konzentrieren uns hier auf die am h&ufigsten anzu-
treffende Variante der Lernaufgabe.
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nach Feuchte Ir[l)ach;aur\e/ nach Temperatur

naiv ID K V Dasisch ID K v

ID K V trocken I W W < 6.5
1 W N 1 W W 1 N W 15 N W
2 N N 3 W W 3 W W 16 W W
3 W N 5 N W 5 N W 4 N W
4 N N 6 W W 6 W W 6 W W
5 N N 7T N W tral 13 W W

6 W N|[| 8 N W SN N > 6.5
7 N N 9 W W 2 W N 11 N N
8 N N 10 W W 5 N N 3 W N
9 W N 13 W W 6 W N 14 N N
10 W N 15 N W 7 N N 1 W N
11 N N 16 W W $ N N 5 N N
12 W N feucht 2 W N 2 N N
13 W N 2 N N Tialisch 10 W N
14 N N 4 N N 4 N N 8 N N
15 N N 11 N N 9 W N 9 W N
16 W N 12 W N 12 W N
14 N N 10w N 7 N N

14 N N

Tabelle 1.2: Beispiele nach verschiedenen Kriterien sortiert. Die ID entsprechen denen aus
Tabelle 1.1. Die Spalten “K” zeigen die Klasse des Beispiels und die Spalten “V” die
Vorhersage.

Da in jedem Pfad eines Entscheidungsbaumes die Attribute in unterschiedlicher Rei-
henfolge vorkommen kénnen (numerische Attribute sogar mehrmals in einem Pfad), ist die
Anzahl der méglichen Entscheidungsbaume exponentiell in der Anzahl der Attribute. Es
ist daher in der Regel nicht praktikabel, alle méglichen Entscheidungsbdume zu betrach-
ten und zu vergleichen. Stattdessen wird der Baum von der Wurzel her (top-down, daher
auch top-down induction of decision trees, TDIDT, genannt) aufgebaut, indem man sich
— zunéchst fiir den Wurzelknoten — tiberlegt, welches Attribut lokal in dem jeweiligen
Knoten die grofite Verbesserung der Klassifikationsleistung erbringen wiirde. Wir kénnen
das Prinzip am einfachsten anhand unserer Beispielanwendung illustrieren.

Tabelle 1.1 aus dem vorangegangenen Abschnitt zeigt die Beispiele, aus denen wir nun
den Entscheidungsbaum bauen wollen. Da wir noch gar keine Verzweigung vorgenommen
haben, ist es am giinstigsten, fiir alle Beispiele die Mehrheitsklasse vorhersagen, in unserem
Fall (beide Klassen sind gleich haufig) also z.B. “N”. Damit erreichen wir einen Trainings-
%. Diese naive Vorhersage zeigt der linke Kasten in Tabelle 1.2. Teilen wir nun
probeweise unsere Standorte anhand des Attributes Bodenfeuchte gemafl der auftretenden
Werte in zwei Gruppen auf, und sagen dann fiir diese beiden Gruppen jeweils deren Mehr-

fehler von

heitsklasse voraus, so ergibt sich das in dem zweiten Kasten von Tabelle 1.2 dargestellte

Bild.
In der Gruppe der Standorte, bei denen Bodenfeuchte gleich trocken war (11 Standorte)



1.3. Entscheidungsbdume 15

Feuchte

=trocken

Abbildung 1.3: Entscheidungsbaum nach Bestimmung des Wurzelattributs

erreichen wir so eine Fehlerrate von %. In der anderen Gruppe (5 Standorte) erreichen wir
eine Fehlerrate von £. Insgesamt ergibt dies also jetzt eine Trainingsfehlerrate von -+ +
%% = 15—6. Wir kénnen also feststellen, dal wir mit der Aufteilung der Beispielmenge anhand
des Attributs Bodenfeuchte unseren Trainingsfehler verbessern kénnen. Moglicherweise ist
jedoch die Verbesserung durch eines der anderen Attribute noch stéarker. Wir priifen dies
zunachst fiir das Attribut Bodensdure und erhalten die Situation in dem dritten Kasten

von Tabelle 1.2.

Wie man sieht, konnen wir nach Aufteilung mit diesem Attribut in den jeweiligen Grup-
pen 2 von 5, 3 von 7 und 2 von 4 Standorten richtig klassifizieren, erreichen also insgesamt
einen Trainingsfehler von %% + %% + %% = %. Mit diesem Attribut ist also eine weniger
grofle Verbesserung des Trainingsfehlers méglich. Das dritte Attribut Durchschnittstempe-
ratur ist numerisch, so dafl es nicht sinnvoll ist, anhand der einzelnen Werte aufzuteilen.
Wir teilen die Standorte stattdessen anhand eines Schwellwertes in zwei Gruppen auf. Da
wir einen Schwellwert jeweils in die Mitte zwischen zwei tatséchlich aufgetretene Werten
legen konnen, ergeben sich daraus in unserem Beispiel (9 verschiedene Werte) 8 mogliche

Aufteilungen in 2 Gruppen.

Der rechte Kasten in Tabelle 1.2 zeigt die Aufteilung fiir den Schwellwert 6,5, wel-
che von allen 8 moglichen Schwellwerten den gilinstigsten Trainingsfehler erreicht, namlich
%% + %% = %. Da auch dieser Wert schlechter ist als der fiir das Attribut Bodenfeuch-
te, entscheiden wir uns, unseren Entscheidungsbaum mit dem Attribut Bodenfeuchte zu

beginnen. Der Entscheidungsbaum sieht also jetzt aus wie in Abbildung 1.3.

Durch das Einfiihren des ersten Knotens teilen sich, wie in Tabelle 1.2 schon gezeigt, un-
sere Beispiele nun auf die beiden Zweige des Baumes auf. Zum weiteren Aufbau des Baumes
kénnen wir daher nun die gleiche Prozedur rekursiv jeweils mit den nun kleineren Teilgrup-
pen in den beiden neuentstandenen, noch leeren Knoten durchfiithren. Dies tun wir solange,
bis wir in einem Knoten und seiner Teilgruppe einen Trainingsfehler von 0 erreicht haben
(alle Instanzen sind von einer Klasse), bzw. bis uns die méglichen Vergleichsbedingungen
fiir die Knoten ausgehen (denn schliefilich ist es nicht sinnvoll, denselben Test mehrmals
in einem Pfad zu wiederholen). In unserem Beispiel ergibt sich dabei die in Tabelle 1.3
dargestellte Gruppenaufteilung und der in Abbildung 1.2 dargestellte Entscheidungsbaum.
Abbildung 1.4 enthélt den allgemeinen Algorithmus zur Entscheidungbaumkonstruktion, in
dem das Qualitdatsmafl “Qualitét” eine wichtige Rolle spielt. Wir haben in unserem Beispiel
einfach die durchschnittliche Verringerung des Trainingsfehlers genommen. Tatséchlich hat
sich herausgestellt, daf} einige andere Bewertungsfunktionen fiir diesen Zweck geeigneter
sind. Eine davon, der sogenannte Informationsgewinn ([Quinlan, 1993], engl. information
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ID | Feuchte Sdure Temp. | Klasse | Vorhersage
15 | trocken basisch 3 N N
16 | trocken basisch 4 W W
13 | trocken basisch 6 W W
1 | trocken basisch 7 W W
6 | trocken neutral 6 W W
3 | trocken neutral 7 W W
5 | trocken neutral 8 N N
8 | trocken neutral 9 N N
7 | trocken neutral 11 N N
9 | trocken alkalisch 9 W W
10 | trocken alkalisch 8 W W
4 feucht alkalisch 5 N N
11 feucht basisch 7 N N
14 feucht alkalisch 7 N N
2 feucht neutral 8 N N
12 feucht neutral 10 W W

Tabelle 1.3: Endaufteilung mit Trainingsfehler 0

Sei I/ die Beispielmenge und tests die Menge aller aus den Attributen und Attributwer-
ten der Beispielmenge konstruierbaren Knotentests.
TDIDT(E,Tests)
e Falls £ nur Beispiele einer Klasse enthélt, liefere einen Blattknoten mit dieser
Klasse zuriick. Andernfalls:

e Fiir jeden Test in Tests, berechne Qualitat(Test,E)

e Wihle den Test mit der hochsten Qualitédt fiir den aktuellen Knoten aus.
o Teile £/ anhand dieses Tests in 2 oder mehr Teilmengen Fj, ..., F}) auf.
o Fir:=1,..., k rufe rekursiv: T; := TDIDT(E;, Tests\{test})

o Liefere als Resultat den aktuellen Knoten mit den darunter hingenden Teilbaumen
Ty, ..., T zuriick.

Abbildung 1.4: Grundalgorithmus fiir Entscheidungsbaumverfahren

gain) soll hier nun kurz vorgestellt werden. In der Kodierungstheorie [Shannon und Wea-
ver, 1969] bezeichnet man als Informationsgehalt einer bestimmten Menge von Symbolen
die minimale Anzahl von Fragen, die man stellen muf}, um ohne vorheriges Wissen ein
Symbol dieser Menge eindeutig identifizieren zu kénnen. Da die Symbole unterschiedlich
wahrscheinlich sind, ist genauer gesagt die im Mittel zu erwartende Anzahl von Fragen
gemeint. Falls die m Symbole einer Menge mit Wahrscheinlichkeiten py, ..., p,, auftreten,
so laBt sich der auch Entropie genannte Informationsgehalt, also die zu erwartende und in
Bit gemessene Anzahl der notwendigen Fragen wie folgt berechnen:

m

I(p1seooypm) = Z —pilogp;

=1
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Beim Bau eines Entscheidungsbaumes kennen wir die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen
Klassen nicht, konnen aber ndherungsweise die relativen Haufigkeiten der Klassen im aktu-
ellen Knoten verwenden. Statt desjenigen Tests, der den durchschnittlichen zu erwartenden
Trainingsfehler am starksten reduziert, verwenden wir beim Informationsgewinn-Kriterium
denjenigen Test, der den durchschnittlichen Informationsgehalt der neu entstehenden Teil-
mengen am stiarksten reduziert. Da der Informationsgehalt vor der Aufteilung fiir alle
moglichen Tests gleich ist, brauchen wir diese Differenz nicht tatsédchlich zu berechnen,
sondern kénnen einfach das Qualitdtsmafl wie folgt definieren:

Definition 1.3.2 (Qualitatsmafl) Sei Test ein Test, der die Beispielmenge E in Teil-
mengen Fy, ... By zerlegl. Es seien pq, ..., pim die relativen Hiufigkeiten der m Klassen
in der Teilmenge E;. Dann definiere:

k
I
Qualitit(Test, F) := [G(Test, k) := — Z ||E|| I(p1y.o ' pm)
=1

1.3.1 Stutzen des Baumes

Auch durch die Verwendung des Informationsgewinns als Qualitdtsmaf} &ndert sich nichts
daran, dafl die Baumkonstruktion nur am Trainingsfehler orientiert ist, und erst endet,
wenn der Trainingsfehler Null geworden ist. Hier besteht also ein groBes Risiko der Uberan-
passung der Trainingsdaten. Bei Entscheidungsbaumverfahren wird deshalb iiblicherweise
der aufgebaute Baum in einem separaten Schritt gestutzt.

Abbildung 1.5 zeigt den Baum, der durch das Stutzen der Blatter ganz unten links
entsteht. Da nun ein vorheriger innerer Knoten zum Blattknoten wird, finden sich in diesem
Knoten Instanzen unterschiedlicher Klassen wieder, das heifit, der gestutzte Baum macht
jetzt, wie sich Tabelle 1.3 entnehmen 148t, auf der Trainingsmenge einen Fehler (Beispiel
15 wird jetzt falschlicherweise als “W” klassifiziert).

Warum ist diese Prozedur sinnvoll, und wieweit soll der Baum zuriickgestutzt wer-
den? Man kann zum einen argumentieren, dafl Baume geringerer Tiefe den Instanzen-
raum weniger fein unterteilen kénnen, und dafl bei diesen Baumen daher das Risiko der
Uberanpassung geringer ist. Kleinere Baume sind auch aus Griinden der Verstandlichkeit
vorzuziehen. Andererseits ist klar, daf} spatestens dann, wenn nur noch der Wurzelknoten
iibrig bleibt, der Baum vermutlich nicht nur einen hohen Trainings-, sondern auch einen
hohen wahren Fehler haben wird.

Man braucht also eine Methode, um zu schétzen, wie sich der wahre Fehler des Bau-
mes beim Zuriickstutzen entwickelt. Dann kann man den Baum soweit zuriickstutzen, wie
der wahre Fehler sinkt. Eine allgemeine Methode, den wahren Fehler zu schiatzen, besteht
darin, einen bestimmten Anteil der verfiigharen Trainingsbeispiele nicht zum Training zu
verwenden, sondern ihn als Validierungsmenge zunéchst beiseite zu legen. Da der Entschei-
dungsbaum unabhéngig von dieser Validierungsmenge erzeugt wird, kann der gemessene
Fehler auf der Validierungsmenge als Schétzer fiir den wahren Fehler verwendet werden.

Sind nur wenige Trainingsbeispiele vorhanden, wiirde das Beiseitelegen einer Validie-
rungsmenge moglicherweise nicht mehr geniigend Daten iibrig lassen, um sinnvoll den un-
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Abbildung 1.5: Gestutzter Entscheidungsbaum

gestutzten Baum zu erzeugen. In diesen Féllen, und dann, wenn eine separate Validie-
rungsmenge zu aufwendig erscheint, kann man sich behelfen, indem man eine heuristische
Schitzfunktion verwendet [Quinlan, 1993]. Diese Funktion kann beispielsweise die erzielte
Vereinfachung des Baumes (z.B. Anzahl eingesparter Knoten) verrechnen mit dem durch
diese Vereinfachung gestiegenen Trainingsfehler. Diese heuristische Steuerung des Stutzens
kann recht gut funktionieren, generell ist jedoch eine separate Validierungsmenge vorzu-

ziehen [Mingers, 1989].

1.3.2 Erweiterungen

In diesem Lehrbuchkapitel kann auf die Vielfalt mittlerweile entwickelter Entscheidungs-
baumverfahren natiirlich nicht eingegangen werden. Dennoch sollen kurz die wichtigsten
Varianten skizziert werden.

Splitting-Kriterien Neben dem in diesem Kapitel vorgestellten Informationsgewinn-Kri-
terium sind viele andere Kriterien entwickelt worden. Einen Uberblick gibt z.B. [Mur-

thy, 1998].

Regelerzeugung Jeder Pfad von der Wurzel eines Entscheidungsbaumes bis zu einem
Blattknoten entspricht einer logischen Regel. Vereinfacht man die einem Entschei-
dungsbaum entsprechende Regelmenge in geeigneter Weise, so entsteht ein leistungs-

fihiges Regellernverfahren [Quinlan, 1993].

Regression Schon relativ frith wurde erkannt, dal man in den Blattknoten eines Ent-
scheidungsbaumes statt einer einfachen Klassenzuweisung auch eine lineare Regres-
sionsfunktion angeben kann, um so auch numerische Werte vorhersagen zu kénnen
[Breiman et al., 1984]. Mit dieser Funktion wird dann lokal im jeweiligen Blattknoten
die Vorhersage fiir eine dorthin klassifizierte Instanz berechnet. Auch die Verwendung
von linearen Trennebenen als Knotentests im Inneren des Baumes ist bereits unter-

sucht worden [Murthy et al., 1994].

Fehlende Werte Fehlende Werte in den Beispielen oder zu klassifizierenden Instanzen
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sollten nicht durch die Einfithrung eines speziellen Sonderwertes wie “unknown” be-
handelt werden. Stattdessen ist es iiblich, bei der Konstruktion des Baumes fehlende
Werte geméfl der sonstigen Verteilung des betroffenen Attributes zu ergédnzen. Bei
der Klassifikation von Instanzen mit fehlenden Werten kann man entsprechend in
probabilistischer Weise alle méglichen Pfade durch den Baum verfolgen und die Vor-
hersagen aller so erreichten Blattknoten geméafl ihrer Wahrscheinlichkeiten gewichtet
miteinander kombinieren.

Skalierbarkeit Bei der Konstruktion eines Entscheidungsbaumes miissen die n Beispiele
grob gesprochen auf ungeféhr log n Ebenen betrachtet werden, so dafl der Aufwand
mindestens in der Gréflenordnung von n log n liegt. Damit gehéren Entscheidungs-
baumverfahren zwar zu den schnellsten Lernverfahren, dennoch mufl man sich fiir
grofere Datenbestdnde auch hier Gedanken iiber die Skalierbarkeit machen. Stan-
dard ist hier die Verwendung eines Lernfensters ([Quinlan, 1993], windowing), in das
anfanglich nur ein Bruchteil der Daten aufgenommen wird, und das dann wiederholt
durch einen Bruchteil der vom jeweils erzeugten Entscheidungsbaum nicht korrekt
klassifizierten anderen Trainingsdaten ergénzt wird, bis der Gesamtfehler sich nicht
weiter verbessert. Auch existieren bereits Verfahrensvarianten, die durch geschick-
te Datenstrukturen in der Lage sind, den Aufwand fiir die wiederholte Sortierung
der Daten in jedem Knoten zu vermeiden [Shafer et al., 1996]. Diese Verfahren sind
nicht darauf angewiesen, alle Daten im Hauptspeicher zu halten und konnen dariiber
hinaus leicht parallelisiert werden.

1.4 Instanzbasiertes Lernen

Unter der Bezeichnung “Instanzbasierte Lernverfahren” [Aha et al., 1991] sind im Ma-
schinellen Lernen Verfahren wiederaufgenommen und weiterentwickelt worden, die in der
Statistik schon lange als “Nichste Nachbarn”-Verfahren [Cover und Hart, 1967] populir
waren und sind. Instanzbasierte Verfahren beruhen auf einer bestechend einfachen Idee.
Um die Klasse eines neuen, unbekannten Objektes vorherzusagen, vergleicht man das zu
klassifizierende Objekt mit den gegebenen Beispielen, findet das Beispiel, das dem zu klas-
sifizierenden Objekt am dhnlichsten ist, und sagt dann den fiir dieses Beispiel gespeicherten
Funktionswert voraus.

Auch instanzbasierte Lernverfahren 16sen also die Lernaufgabe “Funktionslernen aus
Beispielen”, aber auf ganz andere Art als die im vergangenen Abschnitt vorgestellten
Entscheidungsbaumverfahren. Wéhrend Entscheidungsbaumverfahren die tibergebene Bei-
spielmenge F analysieren und auf ihrer Basis eine kompakte Hypothese in Form eines
Entscheidungsbaumes produzieren, besteht die Lernphase bei instanzbasierten Lernverfah-
ren einfach nur aus dem Abspeichern der Beispiele. Arbeit investieren diese Verfahren erst
dann, wenn tatsdachlich der Funktionswert fiir ein neues unbekanntes Objekt vorhergesagt
werden soll. Man bezeichnet die instanzbasierten Lernverfahren deswegen oft auch als lazy
learners.

Im Gegensatz zu Entscheidungsbdaumen, die zur Klassifikation sehr schnell durchlaufen
werden konnen, ist die Klassifikation bei instanzbasierten Verfahren aufwendiger, da das
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neue Objekt mit allen bisherigen Objekten verglichen werden muss. Die grofle Popularitat
von instanzbasierten Lernverfahren erkléart sich zum einen dadurch, dass es fiir viele Nutzer
natiirlicher und tiberzeugender ist, als Begriindung fiir eine getroffene Vorhersage nicht eine
abstrakte Hypothese wie einen Entscheidungsbaum zu erhalten, sondern einfach Verweise
auf dhnliche Instanzen aus den bekannten Beispielen . Zum zweiten sind instanzbasierte
Lernverfahren, trotz (bzw. gerade wegen) ihres einfachen Prinzips hervorragende Funkti-
onsapproximatoren, deren Genauigkeit oft iber der Genauigkeit von Entscheidungsbdumen
oder anderen Lernverfahren liegt. Wie wir unten sehen werden, lassen sich dariiber hinaus
mit instanzbasierten Lernverfahren ebenso einfach diskrete Klassifikationen wie numerische
Vorhersagen lernen.

Zur Prézisierung der von instanzbasierten Lernverfahren gelosten Lernaufgabe miissen

wir zunachst tiberlegen, was eigentlich der Hypothesenraum eines solchen Verfahrens ist.
Zur FErinnerung: Die Hypothese /o ist eine Funktion, die eine Instanz € X auf einen
vorhergesagten Funktionswert h(x) abbildet. Bei instanzbasierten Lernverfahren geschieht
dies durch einen geeigneten Vergleichsalgorithmus auf der Basis der gegebenen Beispiele
E. Da die Klassifikationsfunktion, wie unten beschrieben, meistens noch durch weitere
Parameter gesteuert wird, definieren wir die Lernaufgabe fiir instanzbasierte Lernverfahren
wie folgt.
Definition 1.4.1 (Instanzbasiertes Lernen) [Instanzbasierte Lernverfahren losen die
Lernaufgabe Funktionslernen aus Beispielen, wobei X eine Menge von durch n nume-
rische oder diskrete Attribute beschriebenen Instanzen ist, Y eine numerische oder dis-
krete Menge von Zielwerten ist, E mit Beispielen (x,y) € X XY gegeben ist und
Ly :={(D,P)| D CE,PecP}, wobei P die Menge aller zulissigen Parametrisierungen
der instanzbasierten Klassifikationsfunktion ist.

Diese Definition der Lernaufgabe erlaubt es also einem instanzbasierten Lernverfahren,
etwas weniger “faul” zu sein. Das Verfahren kann sich entscheiden, nur eine Teilmenge
D der gegebenen Beispiele E fiir die Klassifikation aufzuheben und es kann wahrend der
Lernphase bestimmte Parameterwerte P bestimmen, die spater der Klassifikationsprozedur
iibergeben werden. Das oben beschriebene allereinfachste instanzbasierte Lernverfahren hat
nach dieser Definition effektiv einen Hypothesenraum der Gréfle 1, denn es wahlt immer
alle Beispiele als Basis fiir die Klassifikation aus, und die Klassifikationsfunktion benétigt
keine weiteren Parameter.

Wie sieht nun diese einfachste Klassifikationsfunktion aus? Nehmen wir zunachst an,
die Ahnlichkeit zweier Instanzen x; € X, x5 € X sei durch eine Funktion

sim: X x X —[0,1]

definiert, so dass hohere Werte von sim dhnlicheren Paaren von Instanzen entsprechen.
Dann lasst sich die einfachste instanzbasierte Klassifikationsfunktion sehr kurz definieren:

h(2pew) i= argmaz(y)@yer SIm(x, Tpew)

Es wird also der gespeicherte Funktionswert y desjenigen Beispiels (x,y) verwendet, das
der zu klassifizierenden Instanz x,., am ahnlichsten ist®.

"Bei Gleichstand wollen wir hier und im folgenden immer annehmen, dass zufillig ausgewihlt wird.
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Abbildung 1.6: Voronoi-Diagramm fiir Nachbarschaftsbeziehungen

Dieses einfachste aller instanzbasierten Lernverfahren wird {iblicherweise als Néchste-
Nachbarn-Verfahren (NN, nearest neighbor) bezeichnet. Abbildung 1.6 visualisiert fiir In-
stanzen mit zwei reellwertigen Attributen grafisch die beim NN-Verfahren entstehende
kleinteilige Parzellierung des Instanzenraums (“Voronoi - Diagramm”). Alle in eine Zel-
le dieses Diagramms fallenden Instanzen haben das eingezeichnete Beispiel als nachsten
Nachbarn.

Diese kleinteilige Parzellierung ist fiir eine hohe Klassifikationsgiite zunédchst einmal
von Vorteil. Wéhrend verallgemeinernde Lernverfahren, wie z. B. die Entscheidungsbaum-
verfahren, mit ithren Hypothesen groflere Bereiche des Instanzenraumes abdecken, bildet
ein instanzbasiertes Lernverfahren sehr viele lokale Hypothesen, beim hier visualisierten
NN-Verfahren tatséchlich eine lokale Hypothese pro Beispiel. Genau diese Moglichkeit zur
lokalen Hypothesenbildung birgt aber auch ein grofes Risiko der Uberanpassung. Einzelne
verrauschte oder sonstwie aulergew6hnliche Datenpunkte beeinflussen direkt die Klassifi-
kation, auch wenn sie keinen generelleren Zusammenhang wiedergeben.

Aus diesem Grund wird iiblicherweise die k-NN (k-Nachste-Nachbarn) genannte Vari-
ante des Verfahrens verwendet, bei der die Vorhersage nicht aus einem nachsten Nachbarn,
sondern aus den k néchsten Nachbarn gewonnen wird. Bei diskreten Vorhersageproblemen
erfolgt dies naheliegenderweise durch eine Mehrheitsentscheidung innerhalb der Gruppe
der £ nachsten Nachbarn. Der Beitrag eines bestimmten Nachbarn zur Entscheidung wird
dabei iiblicherweise so gewichtet, dass er mit zunehmender Entfernung immer geringer
wird.

Definition 1.4.2 (k-NN, diskret) Gegeben eine Beispielmenge I, eine zu klassifizieren-
de Instanz x,e.,, eine natirliche Zahl k und eine Ahnlichkeitsfunktion sim, bezeichne mit

N C E die k ndchsten Nachbarn von e, und mit Ny, :={e = (z,y;) € N}. die Nach-
barn, die fir den Wert y; stimmen. Die k-NN Vorhersage ist dann definiert als:

h(%pew) 1= argmaz,, Z sim (@, Tpew)”,
e=(.5,)ENy,

wobei a ein Parameter des Verfahrens ist.
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Bei kontinuierlichen Vorhersageproblemen ist es weder notwendig noch sinnvoll, eine
Mehrheitsentscheidung herbeizufithren. Stattdessen bildet man hier den — wiederum ent-
sprechend der Ahnlichkeiten gewichteten — Mittelwert der gespeicherten Funktionswerte
der néachsten Nachbarn.

Definition 1.4.3 (k-NN, kontinuierlich) Seien E, @, k, N und sim wie bei der vor-
angegangenen Definition. Dann definiere:

Ze:(x,y)EN SIM (2, Tpew)” + Y

Ze:(x,y)EN Sim({l}, (Enew)a

h(2pew) ==

Die Parameter k und a kénnten vom Benutzer vorgegeben werden. Ublich ist allerdings,
dass a beim Entwurf des Verfahrens fest eingestellt wird (meistens auf den Wert 1 oder 2),
und dass k& vom Verfahren in der Lernphase bestimmt wird, (siehe unten), so dass k& Teil
der oben eingefiithrten Verfahrensparameter P wird.

1.4.1 Die Ahnlichkeitsfunktion

Wie kann man nun die Ahnlichkeit bzw. den Abstand zweier Instanzen berechnen? Falls
die Instanzen ausschliellich durch numerische Attribute beschrieben sind, bietet sich die
Verwendung des euklidischen Abstandes aus der Geometrie an. Da wir aber auch diskrete
Attribute zulassen wollen, miissen wir die Abstandsfunktion etwas allgemeiner formulieren.
Dies kann zum Beispiel dadurch geschehen, dass wir als Abstand den Durchschnitt der
Absténde entlang der einzelnen Attribute verwenden.

Allgemein verlangt man fiir eine Abstandsfunktion dist die folgenden Eigenschaften.

L. dist: X x X = RT, dist(z,2) =0Ve e X,

2. dist(xy,x2) = dist(xa, x1) Vo, € X,

3. dist(x,y) < dist(x,z) + dist(z,y) Va,y,z € X.
Sind die Bedingungen 1 bis 3 erfiillt, so ist dist eine Metrik. Bedingung 3 wird von den
meisten Verfahren nicht ausgenutzt, so dass man meistens nur 1 und 2 fordert. Da es iiblich
ist, den Wertebereich der Funktion dist auf das Intervall [0, 1] zu skalieren, kann man statt
einer Distanzfunktion auch eine Ahnlichkeitsfunktion verwenden:

dist(z,y):=1—sim(x,y) Vae,y € X

Wird sim wie folgt definiert, so ist das sich daraus ergebende Distanzmaf tatséchlich eine

Metrik.

Definition 1.4.4 (Ahnlichkeitsfunktionen) Seien xy, 2y Instanzen aus X, jeweils mit
Attributen Ay, ...  A,. Seien wyq, ..., w, nicht negative reelle Zahlen, die Attributgewichte.
Dann definiere:
. D emt,n Wi - sima, (w1]i], 5[1])
sim(xq, xg) 1= o \

Ei:l,...,n w;

wobei x[1] den Wert von Attribut A; im Beispielvektor x bezeichnet.
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Fiir ein numerisches Attribut A mit minimal (mazimal) auftretenden Werten mina
(maxa), definiere weiter:

. . | vy — U2 |
SZmA(Ul,UQ) =1 m

Fiir ein diskretes Attribut A, definiere:
sima(vy,v2) := 1, falls vy = vy, und 0 anderenfalls®.

Die Verwendung geeigneter Attributgewichte w; ist in den meisten Fallen fiir den Erfolg
des k-NN-Verfahrens ausschlaggebend. Dies liegt daran, dass dieses Verfahren, im Gegen-
satz z. B. zu Entscheidungsbaumverfahren, standardméafig alle Attribute in die Abstands-
berechnung einbezieht. Sind in den Instanzenbeschreibungen nun Attribute enthalten, die
fiir die gesuchte Vorhersage iiberhaupt nicht notwendig sind, und daher auch in keiner
systematischen Weise mit dem vorherzusagenden Wert korrelieren, so verfialschen die At-
tributswerte ohne die Verwendung von Gewichten das Abstandsmafl mehr oder weniger
stark. Gewichte ermoglichen es nun, statt Attribute vollig aus den Instanzen zu verban-
nen, ihnen auch graduell eine geringere Bedeutung zu verlethen. Wo moglich sollten diese
Attributgewichte vom Benutzer festgelegt werden, viele Verfahren kénnen jedoch diese At-
tributgewichte auch als Teil ihrer Trainingsphase bestimmen. In diesem Fall werden also
dann auch die w; Teil der oben eingefithrten Parameter P fiir das k-NN-Verfahren.

Allgemein sollte betont werden, dass die Wahl einer problemadédquaten Abstandsfunkti-
on entscheidend fiir den Erfolg von instanzbasierten Lernverfahren ist. Wenn auch einfacher
Euklidischer Abstand bzw. Funktionen wie die oben definierte iiblich sind, so gibt es vie-
le populdre Variationen, wie z.B. aus der Statistik die Mahalanobis-Absténde (siehe z.B.
[Rencher, 1998]), welche auch die Kovarianzen der Variablen beriicksichtigen.

1.4.2 Parameterbestimmung durch Kreuzvalidierung

Bezieht man Parameter wie k& oder auch die Gewichte w; in den Hypothesenraum Ly ein,
so kann das k-NN-Verfahren seine Lernphase nicht mehr ganz so “faul” gestalten, denn
nun muss es in der Lernphase diese Parameter ja bestimmen. Ahnlich wie beim Stutzen
von Entscheidungsbdumen darf man beim Bestimmen dieser Parameter nun nicht einfach
die resultierende Trainingsgenauigkeit zum Maflstab nehmen, denn dadurch droht wieder
eine Uberanpassung. Es kann z. B. eine unabhingige Evaluierungsmenge zur Schitzung
des wahren Fehlers verwendet werden. Bei k-NN-Verfahren kommt dazu iiblicherweise die
Technik der Kreuzvalidierung zum Finsatz, die einen noch besseren Schétzer fiir den wahren
Fehler darstellt als die Verwendung einer einzigen separaten Evaluierungsmenge”.

Definition 1.4.5 (m-fache-Kreuzvalidierung) Sei I eine Beispielmenge, und L ein
Lernverfahren. Dann partitioniere £ in m mdglichst gleichgroffe Teilmengen Fy..., E,,.
Erzeuge nun die Hypothesen hy, ..., h,, wie folgt:

5 Alternativ kann hier auch eine benutzerdefinierte Einzelwert-Abstandsfunktion verwendet werden.
“Weitere Alternativen zur Schitzung des wahren Fehlers diskutiert [Scheffer und Joachims, 1999].
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h; := Ergebnis von L auf Basis der Beispielmenge E\F;.
Dann schitze den wahren Fehler von L auf E wie folgt:

2izt,m €105, (hi)

m

GTTOTOV(El,...,Em)(Lv b) =

Es wird also bei der Kreuzvalidierung jede der m Teilmengen der Beispielmenge ein-
mal als Evaluierungsmenge verwendet und dann der Durchschnitt aus den entstehenden
Genauigkeiten gebildet. Das bei nur einer Evaluierungsmenge vorhandene Risiko, zuféllig
nur besonders leicht oder besonders schwer vorherzusagende Instanzen in der Evaluierungs-
menge zu haben, wird dadurch vermieden, und es kommt zu einer besseren Schatzung, die
um so genauer wird, je grofler die Anzahl m der Teilmengen gewidhlt wird. Da fiir jede
Teilmenge ein Lernlauf durchgefithrt werden muss, wahlt man bei Lernverfahren mit auf-
wendiger Lernphase entsprechend kleine Werte von m. Da bei einem einzelnen k-NN-Lauf
ohne Parameterschitzung in der Lernphase nichts passiert, kann hier zur Schitzung des
wahren Fehlers eine Kreuzvalidierung durchgefithrt werden, bei der die Beispielmenge F in
einelementige Teilmengen unterteilt wird. Es wird also jeweils genau eine Instanz aus der
Trainingsmenge entfernt und als Testinstanz benutzt (leave-one-out crossvalidation).

Mit diesem Schétzer fiir den wahren Fehler kann man nun eine Suche nach den giinstig-
sten Werten fiir die Parameter durchfithren. Am einfachsten ist dies fiir den Parameter
k: hier schitzt man einfach den jeweiligen Fehler, den die k-NN-Methode fiir einen be-
stimmten Wertebereich von k, beispielsweise von 1 bis 15 produziert, und wahlt dann das
giinstigste k. Auch fiir die Attributgewichte kann eine Suche durchgefithrt werden, z. B.

REFERENZnit der hill-climbing Suchtechnik (s. Kapitel ). Ublicher ist es allerdings, die Attributge-
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wichte zu bestimmen, indem man einen einfachen statistischen Test der Korrelation des
jeweiligen Attributes mit den Zielwerten durchfithrt. Man gibt dann denjenigen Attribu-
ten, die die hochsten Korrelationen aufweisen, die héchsten Gewichte (einen Uberblick gibt

[Wettschereck et al., 1997]).

1.4.3 Weiltere Verfahrensvarianten

Auch die grundlegende k-NN-Methode hat, dhnlich wie die Entscheidungsbaume, im Laufe
der Zeit vielféltige Variationen erfahren, um bestimmte Eigenschaften der Methode weiter
zu verbessern. Hier sind insbesondere die folgenden Gruppen von Ansatzen zu nennen.

Beispielauswahl. Wie ganz zu Anfang angemerkt, wird die Klassifikationsphase ei-
nes k-NN-Verfahrens dadurch verteuert, dass alle Beispiele betrachtet werden miissen.
Tatséchlich kann man sich jedoch gut vorstellen, dass nicht alle Beispiele auch wirklich
eine wichtige Rolle bei der Auswahl der néchsten Nachbarn fiir Testinstanzen spielen.
Deshalb sind in verschiedenen Arbeiten (siche z.B. [Aha et al., 1991]) Vorschlige gemacht
worden, wie man in der Lernphase eines k-NN-Verfahrens Instanzen identifizieren kann, die
weitgehend ohne Schaden aus der Beispielmenge entfernt werden kénnten. Diese Verfahren
liefern dann also als Hypothese nur eine Teilmenge der Beispielmenge zuriick.

Prototyp- und Rechteckansitze. Eine etwas weitergehende Idee stellen Prototyp-
und Rechteckansitze dar (siche z.B. [Salzberg, 1991; Wettschereck und Dietterich, 1995]).
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Wiéhrend bei der klassischen k-NN-Lernaufgabe, die wir oben definiert haben, nur die
Auswahl von Beispielen erlaubt ist, gestattet man bei Prototypverfahren auch die Kon-
struktion neuer Instanzen, die als Durchschnitt oder Prototypen einer ganzen Gruppe von
tatsachlich beobachteten Beispielen dienen, so dass diese Gruppe von Beispielen dann ent-
fernt werden kann. Bei den Rechteckverfahren werden Gruppen von Beispielen nicht durch
neukonstruierte Prototypbeispiele ersetzt, sondern durch eine allgemeine Beschreibung des
entsprechenden Bereiches des Instanzenraums in Form eines Hyperrechtecks. Diese Recht-
ecke stellen natiirlich eine echte Verallgemeinerung der gesehenen Beispiele dar, so dass
diese Verfahren sich schon sehr deutlich von den instanzbasierten Lernverfahren weghewe-
gen in Richtung auf verallgemeinernde Lernverfahren wie die Entscheidungsbdaume.
Maichtigere Instanzenridume. Bei einem instanzbasierten Lernverfahren — wenn es
nicht Prototypen oder Rechtecke verwendet — wird auf den Instanzenraum X nur {iber
die Ahnlichkeitsfunktion sim zugegriffen. Instanzbasierte Lernverfahren lassen sich also
auch fiir méachtigere Instanzenrdume verwenden, wenn es moglich ist, auf diesen Instan-
zenraumen entsprechende Ahnlichkeitsfunktionen zu definieren. Dies ist in verschiedenen
Arbeiten beispielsweise fiir pradikatenlogische Instanzenrdume durchgefithrt worden (siehe

z.B. [Emde und Wettschereck, 1996; Horvath et al., 2000]).

1.5 Stiitzvektormethode

Die Stiitzvektormethode (engl. Support Vector Machine, SVM) [Vapnik, 1998] ist ein
Lernverfahren, das direkt aus der statistischen Lerntheorie hervorgegangen ist. Im Sinne
von SVMs beschreibt diese Theorie, wie gut aus einer gegebenen Menge von Beispielen auf
weitere, ungesehene Beispiele geschlossen werden kann. Im einfachsten Fall behandeln auch
SVMs die Lernaufgabe des Funktionslernens aus Beispielen®. In etwas verfeinerter Notation
schreiben wir die Lernmenge £ mit [ Beispielen nun als (Z1,y1), (Z2,y2), ..., (@, y1). Jedes
Beispiel besteht also aus einem Merkmalsvektor ¥ € X und einer Klassifikation y € Y. Y
enthélt die Elemente +1 und —1. Fiir Instanzen des Begriffs ist y = +1 (positives Beispiel),
fiir Nicht-Instanzen y = —1 (negatives Beispiel). Der Merkmalsvektor 77 = (z,...,2,)T
fasst in dieser Notation alle n Merkmalswerte des Beispiels zusammen. Anders als bei der
“Standort”-Aufgabe in Abschnitt 1.3, miissen alle Merkmalswerte reelle Zahlen sein. z7
ist der transponierte Vektor zu 7.

SVMs werden besonders dann eingesetzt, wenn die Anzahl der Merkmale grof} ist. Die
Merkmale kénnten z. B. die Bild-Pixel eines Fotos sein, wenn gelernt werden soll das
Gesicht einer bestimmten Person zu erkennen. Bei einem Graustufenbild gibt dann der
Merkmalswert x; z. B. die Helligkeit des jeweiligen Pixels durch eine Zahl im Intervall
[0..100] wieder. Positive Beispiele sind Fotos der entsprechenden Person, negative Beispiele
sind Fotos anderer Personen (oder auch ganz anderer Objekte).

Oft werden SVMs auch zur Textklassifikation eingesetzt (z. B. [Joachims, 1998]). Hier-
unter féllt z. B. die Aufgabe, zwischen WWW-Seiten tiber Informatik und anderen Seiten

zu unterscheiden. Die Merkmale sind hier nicht Bildpixel, sondern das Vorkommen von

8SVMs kénnen auch zur Regression, Dichteschitzung, etc. benutzt werden (siehe [Vapnik, 1998]).
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Wértern auf der Seite. Fiir jedes Wort w der Sprache existiert ein zugehoriges Merkmal
2. Der Wert des Merkmals x,, ist die Haufigkeit mit der das Wort w auf der WWW-Seite
vorkommt. Positive Beispiele sind Seiten iiber Informatik, negative Beispiele sind beliebige
andere Seiten.

Das Ziel von SVMs ist es nun aus den gegebenen Beispielen eine Klassifikationsregel
abzuleiten, die neue Beispiele gleichen Typs mit groBtmoglicher Genauigkeit klassifiziert.
Anders gesagt mochte man die Wahrscheinlichkeit, auf einem neuen Beispiel die falsche
Klasse vorherzusagen, minimieren. Aber wie erreichen SVMs dieses Ziel?

1.5.1 SVMs und die optimale Hyperebene

In ihrer einfachsten Form lernen SVMs lineare Klassifikationsregeln, d. h. Ly besteht aus
Regeln o der Form

h(Z) = sign (b + Z wixi> = sign(w - & + b)

=1

Dabei sind w und b die Komponenten der Klassifikationsregel, die von der SVM angepasst
werden. w ordnet jedem Merkmal ein gewisses Gewicht zu. Man nennt ihn deshalb Ge-
wichtsvektor. Der Merkmalsvektor ¥ des zu klassifizierenden Beispiels wird mit @ durch
das Skalarprodukt o - & = 3 7 | w;x; verkniipft. b ist ein Schwellwert. sign(a) = 1, wenn

a grofer als null ist. Ansonsten ist sign(a) = —1. Wenn also der Wert von w - & plus
den Schwellwert b grofler als null ist, dann klassifiziert die Klassifikationsregel den Merk-
malsvektor #1 = (zy,...,2;,...,2,)7 als positives Beispiel, sonst als negatives Beispiel.

In der einfachsten Form findet die SVM eine Klassifikationsregel, die alle Beispiele in der
Lernmenge richtig klassifiziert. Diese Forderung kann man wie folgt formal aufschreiben:

il F 48] >0, ..., w[d- 740 >0

Die SVM muss also den Gewichtsvektor @ und den Schwellwert b so wéahlen, dass alle
Ungleichungen erfiillt sind. Die SVM tut aber noch etwas mehr und findet eine sehr spezielle
Belegung (0, b), die Vapnik die “optimale Hyperebene” nennt.

Eine Gleichung der Form - & 4+ b = 0 beschreibt eine Hyperebene. Im zweidimen-
sionalen Raum, wie in dem Beispiel in Abbildung 1.7, entspricht die Klassifikationsregel
somit einer Geraden. Alle Merkmalsvektoren auf der einen Seite der Hyperebene werden
als positive, alle Merkmalsvektoren auf der anderen Seite als negative Beispiele klassifi-
ziert. Wie im linken Teil der Abbildung 1.7 ersichtlich, gibt es viele Geraden, die positive
und negative Beispiele fehlerfrei trennen. Aus diesen wahlt die SVM die Hyperebene aus,
welche positive und negative Beispiele mit maximalem Abstand trennt. Dies ist die Hyper-
ebene h* im rechten Teil von Abbildung 1.7. Zu jedem Beispiel hat sie mindestens einen
Abstand von 4. Formal kann man das Problem des Lernens bei SVMs durch das folgende
Optimierungsproblem beschreiben:

finde  w,b (1.1)
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Abbildung 1.7: Ein binares Klassifkationsproblem mit zwei Merkmalen. Positive Beispiele
sind durch 4, negative Beispiele durch — gekennzeichnet. Links sieht man, dass alle Hy-
perebenen hy bis hy die positiven von den negativen Beispielen trennen. Auf der rechten
Seite ist die “optimale Hyperebene” h* eingezeichnet, wie sie von der SVM gefunden wird.
Sie trennt die Beispiele mit maximalem Abstand.

sodass & mazximal (1.2)
1 1
Ww Ww

||0|| = V0 - @ bezeichnet die Euklid’sche Lange des Vektors «. In Worten lasst sich das
Optimierungsproblem wie folgt zusammenfassen. Finde einen Gewichtsvektor @ und einen
Schwellwert b, so dass alle Beispiele der Lernmenge auf der “richtigen” Seite der Ebene
liegen (d. h. die Ungleichungen (1.3) sind erfiillt) und der Abstand ¢ aller Beispiele von der
Trennebene maximal ist. s sei daran erinnert, dass der Absolutbetrag von IILIU—*H [W - 74 b]
den Abstand des Punktes ¥ von der Hyperebene berechnet. Die am néchsten an der Hy-
perebene liegenden Beispiele werden Stiitzvektoren (engl. Support Vectors) genannt. Thr
Abstand zur Hyperebene ist genau 4, d. h. die zugehérige Ungleichung ist per Gleichheit
erfilllt. Die drei Stiitzvektoren sind in Abbildung 1.7 durch Kreise hervorgehoben. Fine
interessante Figenschaft von SVMs ist, dass allein die Stiitzvektoren die optimale Hyper-
ebene bestimmen. Selbst wenn man alle anderen Beispiele wegliefle, kime die SVM zu dem
gleichen Ergebnis.

1.5.2 Wie berechnet man die optimale Hyperebene

Im vorangegangenen Abschnitt wurde beschrieben, wie die optimale Hyperebene definiert
ist. Obwohl man recht einfach ihre formale Definition hinschreiben kann, wissen wir noch
nicht, wie man sie mit einem Computer berechnet. Hierzu bringt man das Optimierungs-
problem zunéchst in eine einfachere Form. Da die Lange des Gewichtsvektors ||| die Lage
der Hyperebene nicht beeinflusst, kann sie z. B. durch § = IILIU_*H fixiert werden. Man substi-
tuiert nun alle Vorkommen von §. Anstelle nun IILIU—*H zu maximieren, kann man aquivalent
hierzu « - @ minimieren und kommt zu dem folgenden Optimierungsproblem.

finde  w0,b (1.4)
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sodass w-w minimal (1.5)
und es gt y[W0 - Ty +b0] > 1,...,yfw -2 +0] > 1

Aber auch dieses Minimierungsproblem ist noch immer schlecht mit numerischen Methoden
zu 16sen. Deshalb formt man es weiter in das folgende, dquivalente Optimierungsproblem
um (eine genaue Herleitung findet sich in [Vapnik, 1998], Seite 404):

finde  aq,..., (1.7)
!
1 R, o
sodass . o; + 5 Z Z viyjona (@ - ) minimal (1.8)
=1 =1 j=1
!
und es gilt Zyiai =0 und Vi:0 < o (1.9)

=1

Dieses Optimierungsproblem ist ein quadratisches Programm in Normalform. Es gilt,
das Minimum beziiglich der Variablen aq, ..., a; zu finden. Alle «; miissen hierbei gréfier
oder gleich null sein und die Gleichung in (1.9) muss erfiillt sein. Es existiert eine Reihe
von Algorithmen, um Probleme dieser Art zu 16sen. Allerdings sind sie oft sehr ineffizient
fiir grosse [. Speziell fiir SVMs entwickelt wurden u. a. die Algorithmen in [Joachims,
1999],[Platt, 1999]. Empirisch haben diese Algorithmen meist ein Laufzeitverhalten von
ca. n?. Der in [Joachims, 1999] beschriebene Algorithmus ist auf dem WWW verfiigbar®.

Hat man die Lésung of,...,af des Optimierungsproblems berechnet, kann man die
Klassifikationsregel wie folgt ablesen.

I
h(xz) = sign (b + Z s YT :Z") (1.10)

=0

Der Gewichtsvektor ergibt sich also als Linearkombination der Beispiele aus der Lernmenge

W= Ei’:o a’y;%;. Hierbei haben nur die Stiitzvektoren ein af > 0. Den Schwellwert b kann
man mit Hilfe eines beliebigen Stiitzvektors #; bestimmen b = y; — w0 - ;.

1.5.3 Statistische Eigenschaften der optimalen Hyperebene

Wir wissen nun, wie die SVM die Hyperebene berechnet, die positive und negative Beispiele
mit dem maximalen Abstand trennt. Aber warum ist dies sinnvoll? Die folgenden zwei Sétze
[Vapnik, 1998] machen Aussagen iiber den wahren Fehler von SVMs. Sie beschreiben den
Erwartungswert des wahren Fehlers errorp einer SVM, die auf [ — 1 Beispielen trainiert
wurde - kurz Flerrorp(hi—1, f)]. Dies ist der wahre Fehler den die SVM durchschnittlich
erreicht, wenn sie mit Trainingsmengen I der Grofle [ — 1 von der Verteilung D und der
Funktion f trainiert wird.

“http://www-ai.cs.uni-dortmund.de/svm light
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Satz 1.5.1 Der erwartete wahre Fehler FElerrorp(hi—1, f)] von hi—y, der Hyperebene
sign(w - & 4+ b) die | — 1 Beispiele mit maximalem Abstand trennt, ist beschrinkt durch
E[#5SV]

Elerrorp(hi—1, )] < —

wobei K[#SV]] die erwartete Anzahl von Stitzvektoren ist, wenn man | Beispiele mit der
optimalen Hyperebene trennt. Der Erwartungswert auf der linken Seite der Gleichung ist
also tber Lernmengen der Grésse | — 1, der Erwartungswert auf der rechten Seite iiber
Lernmengen der Grosse .

Beweis: Dieser Beweis benutzt die Leave-One-Out Methode aus Abschnitt 1.4.2. Mit
der Leave-One-Out Methode kann man schétzen, wie gut ungesehene Beispiele klassifiziert
werden. Der Leave-One-Out Fehler errorcy (SVM, F) ist die Anzahl der fehlerhaft klassi-
fizierten Beispiele geteilt durch [. Er ist eine Schétzung fiir den wahren Fehler, welche der
Lerner nach [—1 Beispielen erreicht. Es ist aus der Statistik bekannt [Lunts und Brailovskiy,
1967], dass errorcyv(SVM, E) und der wahre Fehler nach dem Lernen auf [ — 1 Beispie-
len den gleichen Erwartungswert haben, also Elerrorp(hi-1, f)] = Elerrorcv(SVM, E)).
Der entscheidende Schritt zum Beweis des Satzes ist die Einsicht, dass die SVM nur dann
beim Leave-One-Out Test einen Fehler machen kann, wenn das zuriickgehaltene Beispiel
ein Stiitzvektor ist. Denn nur Stiitzvektoren beeinflussen die optimale Hyperebene. Daraus
folgt errorcy (SVM, F) < @ und somit Elerrorcy(SVM, E)] < w, was den Satz
beweist. I

Wenn wir zusédtzlich den Schwellwert b = 0 fordern, so gilt auch der folgende Satz. Er
verbindet den erwarteten wahren Fehler mit der erwarteten Separationsweite.

Satz 1.5.2 Der erwartete wahre Fehler FElerrorp(hi—1, f)] von hi—y, der Hyperebene
sign(w - ¥ 4 0) die | — 1 Beispiele mit maximalem Abstand trennt, ist beschrinkt durch

E[%]
l Y

wobei & die Separationsweite und R die Fuklid’sche Linge des lingsten Merkmalsvektors

Elerrorp(hi-1, f)] <

in der Trainingsmenge ist. Der Erwartungswert auf der linken Seite der Gleichung ist
also tber Lernmengen der Grésse | — 1, der Erwartungswert auf der rechten Seite iiber
Lernmengen der Grosse .

Besonders bemerkenswert ist, dass in keine der obigen Formeln die Anzahl der Merkmale
eingeht. Im Gegensatz zu den anderen hier vorgestellten Lernverfahren kénnen SVMs somit
auch bei vielen Merkmalen gut lernen, solange die Aufgabe eine grofie Separationsweite oder
wenige Stiitzvektoren aufweist. Fiir ein weiteres Argument zur Generalisierungsgenauigkeit
von SVMs sei auf den Abschnitt zum PAC-Lernen verwiesen.

1.5.4 Nicht-lineare SVMs durch Kernfunktionen

Bis jetzt konnten wir mit SVMs lediglich lineare Klassifikationsregeln lernen. Fiir viele
Probleme ist das allerdings nicht ausreichend. Sie haben eine nicht-lineare Struktur. Fi-
ne herausragende Eigenschaft von SVMs ist, dass man sie sehr einfach in nicht-lineare
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..n + X2 ,‘ X2 + -
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Abbildung 1.8: Die linke Graphik zeigt eine linear nicht trennbare Lernmenge im Ein-
gaberaum (11, x2). Die rechte Graphik zeigt das gleiche Problem nach der nichtlinearen
Transformation, projiziert auf (2%, z3). Im diesem Raum sind die Beispiele linear trennbar.

Klassifikatoren umwandeln kann. Dies geschieht nach dem folgenden Prinzip. Die Merk-
malsvektoren #; werden durch eine nichtlineare Funktion ®(Z;) in einen hochdimensionalen
Raum X’ abgebildet. In X’ lernt die SVM dann eine Hyperebene. Obwohl die trennende
Klassifikationsregel in X’ linear ist, ergibt sich im Eingaberaum eine beliebig komplexe,
nichtlineare Klassifikationsregel. Hierzu folgt ein Beispiel mit zwei Merkmalen 1, z,. Als
nichtlineare Abbildung wihlen wir ®((z,z;)7) = ($%,$%,\/§$1$2,\/§$1,\/§$2,1)T. Ob-
wohl man im FEingaberaum die Beispiele im linken Bild von Abbildung 1.8 nicht linear
trennen kann, sind sie nach der Transformation durch ®(Z) (rechts) linear trennbar. Dies
leistet z. B. der Gewichtsvektor (—1,0,0,0,/2,0) wie eingezeichnet.

Im Allgemeinen ist eine solche Abbildung ®(Z) ineffizient zu berechnen. Boser et al.
[Boser et al., 1992] haben jedoch eine besondere Eigenschaft von SVMs erkannt. Sowohl in
der Lernphase, als auch bei der Anwendung der gelernten Klassifikationsregel braucht man
lediglich Skalarprodukte in 2’ zu berechnen, also ®(#;) - ®(#;). Dies kann fiir bestimmte
Abbildungen ®(¥) sehr effizient mit einer sog. Kernfunktion K(Z;,#;) = ®(&;) - ()
geschehen. Mit der Kernfunktion

Kooty (81, ) = (& 5 + 1)
kann die SVM so Polynome vom Grad d lernen, mit
Kyof (33, 75) = exp(v(3i — 7;)°)
sog. Radial Basis Klassifikatoren, und mit
[(sigmoid(fia f]) = tanh(s(fi . f]) + C)
zweilagige neuronale Netze. Der Einsatz von Kernfunktionen macht SVMs zu einer sehr
flexiblen Lernmethode. Fiir das obige Beispiel ist K .1, (Z:, ¥;) = (Z;-7; +1)* die zugehorige
Kernfunktion. Man braucht also die Abbildung ® (%) nicht explizit zu berechnen.

In Formel (1.8) kann nun das Skalarprodukt &;-#; einfach durch den Wert der gewiinsch-
ten Kernfunktion K (¥, ¥;) ersetzt werden. Hat man das Optimierungsproblem geldst, kann
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man ebenso in der Klassifikationsregel (1.10) das Skalarprodukt #; - & durch K(&;, ¥) er-
setzen und erhélt:

I
h(xz) = sign (b + Z ofy K(2;, :Z"))

=0

1.5.5 SVMs mit “weicher” Trennung

Viele reale Lernmengen lassen sich auch mit “komplexen” Klassifikationsregeln nicht feh-
lerfrei trennen. Um Trainingsfehler beim Lernen zulassen zu kénnen, benutzt man SVMs
mit weicher Trennung [Cortes und Vapnik, 1995].

finde  w0,b (1.11)
!

so dass w-w-+C Z & minimal (1.12)
=1

und es gt y[w0 -2 +b0] >1—=&,....ylw-2+b] >1—¢ (1.13)

Man minimiert nicht wie zuvor allein die Lange des Gewichtsvektors, sondern zusétzlich die
Summe der Fehler &;. Jedes & misst, wie weit das entsprechende Beispiel im oder jenseits
des Separationsbereichs liegt. (' ist ein Parameter, der ein Abwéagen von Separationsweite
und Fehler erlaubt. Das duale quadratische Optimierungsproblem in Standardform fiir
SVMs mit “weicher” Trennung gleicht dem fiir SVMs mit “harter” Trennung, wenn man
in Gleichung (1.9) Vi : 0 < «; durch ¥i: 0 < o; < ' ersetzt.

Als weiterfiihrende Literatur ist das Tutorium von Burges [Burges, 1998] und das Buch
[Christianini und Shawe-Taylor, 2000] zu empfehlen. Das Standardwerk zu SVMs ist [Vap-
nik, 1998].

1.6 Lernbarkeit in wahrscheinlich annidhernd korrek-
tem Lernen (PAC)

Dieses Kapitel beschiftigt sich mit der Frage, welche Funktionsklassen iiberhaupt lernbar
sind. Es definiert zum einen was es heisst, einen Begriff zu lernen. Zum anderen liefert
es Kriterien dafiir, welche Aufgaben nicht lernbar sind. Auch wenn die Verbindung von
Theorie und Praxis oft nur eingeschriankt moglich ist, sind diese theoretischen Aussagen
auch fiir reale Anwendungen relevant. Ein beweisbar nicht lernbares Problem sollte man
nicht angehen, es sei denn man kann zuséitzliche Einschrankungen treffen.

Seit Leslie Valiants Artikel hat sich die komplexitétstheoretische Herangehensweise an
das Problem der Lernbarkeit von Begriffen aus Beispielen durchgesetzt [Valiant, 1984). Das
von ihm eingefithrte Paradigma des wahrscheinlich ann&dhernd korrekten Lernens (probably
approximately correct learning — PAC-learning) geht von der Uberlegung aus, dass es
vollig aussichtslos ist, ein korrektes und vollsténdiges Lernverfahren zu fordern, das nach
einer bestimmten Menge von Fingaben sicher und prompt das richtige Ergebnis abliefert
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und dann anhélt. Beim PAC-learning schwécht man die Anforderung an die Korrektheit
des Lernergebnisses ab. Das Lernergebnis ist nur noch mit einer bestimmten Wahrschein-
lichkeit von 1 — ¢ mit einem Fehler von héchstens ¢ richtig. Es wird also nur approximiert,
nicht mehr identifiziert. Der Abschwéchung bei der Korrektheit stehen aber zwei schwie-
rige Anforderung an das Lernen gegeniiber: Das Lernen soll in polynomiell beschrankter
Rechenzeit zum Ergebnis kommen, nachdem es eine beschrankte Zahl von Beispielen gese-
hen hat. Die Beispiele werden hierbei nach einer unbekannten aber festen Wahrscheinlich-
keitsverteilung gezogen. Die Lernmenge ist also eine Stichprobe. Das Lernergebnis soll die
Begriffsdefinition oder Erkennungsfunktion fiir den Begriff sein.

Hier wird das Szenario des PAC-learning kurz vorgestellt. Eine kurze, tibersichtliche
Einfithrung bietet [Hoffmann, 1991], eine ausfiihrliche Behandlung des Bereiches bieten
[Kearns und Vazirani, 1994], [Kearns, 1990], [Anthony und Biggs, 1992], [Natarajan, 1991].

Fiir eine gegebene Menge X von Instanzenbeschreibungen (alle méglichen Beispiele) ist
ein Begriff ¢ eine Teilmenge von X (néamlich alle Objekte, die der Begriff abdeckt) und eine
Begriffsklasse (' eine Teilmenge der Potenzmenge von X. Meist wird ' durch die Form
der Begriffe spezifiziert (z.B. Boolsche Funktionen oder Formeln in einer Normalform mit
k Termen). Oft setzt man den Begriff mit der Klassifikation durch den Begriff gleich. Wie
beim Funktionslernen ist ¢ dann eine Funktion, die X auf 1 (positives Beispiel) oder 0
(negatives Beispiel) abbildet. Analog zur Repréasentationsklasse C' des Zielbegriffs ¢ wird
die Reprisentationsklasse H des Lernergebnisses h definiert. H ist der Hypothesenraum,
h eine Hypothese. Wenn h(x) = ¢(x) fiir alle # einer Lernmenge E ist, so sagt man die
Hypothese h ist konsistent mit den gegebenen Beispielen.

Definition 1.6.1 (PAC-Lernbarkeit) Fine Begriffsklasse C' mit Instanzen x der Gréfe
| @ | ist (PAC-)lernbar durch einen Hypothesenraum H, wenn es einen Algorithmus L gibt,
der

o firalle0<e¢<1/2und0<§<1/2

o bei allen beliebigen aber festen Wahrscheinlichkeitsvertellungen D dber X
fir alle ¢ € C

o in ciner Zeit, die durch ein Polynom tber 1/¢,1/6,| ¢ |,| x| begrenzt ist

o mil einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — ¢
eine Hypothese h € H ausgibt, deren wahrer Fehler errorp(h,c) nicht gréfier ist als e.

Die Représentationsgrofie | ¢ | wird unterschiedlich angegeben. Es kann z.B. die Lange
einer Reprasentation bei effizienter Codierung sein. Die Forderung der polynomiellen Lauf-
zeit impliziert, dass auch die Anzahl der Beispiele polynomiell beschrankt ist.

In diesem Szenario kann man nun fiir bekannte Sprachklassen bzw. ihre Automaten
die prinzipielle Lernbarkeit von Begriffen, die in dieser Sprache ausgedriickt sind, unter-
suchen. In den letzten Jahren ist eine Fiille von Beweisen zur Lernbarkeit bestimmter
Reprasentationsklassen erarbeitet worden. Interessanterweise ist die Hierarchie der Lern-
barkeit nicht dieselbe wie die iibliche Komplexitdtshierarchie. Das bekannte Beispiel hierfiir

sind k-KNF und k-Term-DNF.
Definition 1.6.2 (k-KNF) FEine Formel Cy A ... AN Cy, bei der jedes C; eine Disjunktion

von héochstens k Literalen iber Boolschen Variablen ist, ist in k-konjunktiver Normalform
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(k-KNF).

Definition 1.6.3 (k-Term-DNF) Fine Formel Ty V ...V T}, bei der jeder Term T; eine
Konjunktion iiber héchstens n Boolschen Variablen ist, ist in k-Term disjunktiver Normal-
form (k-Term-DNF).

Natiirlich ist k-KNF ausdrucksstarker als k-Term-DNF, denn man kann jeden Ausdruck
in k-Term-DNF in k-KNF schreiben, aber nicht umgekehrt. Die Reprasentationsklasse ' =
k— K N Fist lernbar durch H = k— K N F'. Die Reprasentationsklasse C' = k—Term—DNF
ist nicht lernbar durch H = k — T'erm — DN F, wohl aber lernbar durch H = k — K NF'.
Der méchtigere Hypothesenraum, der immer noch polynomiell lernbar ist, erleichtert das
Lernen. Der ‘kleinere’ Hypothesenraum macht das Lernen schwieriger, weil je Beispiel
mehr Rechenzeit benétigt wird. Die Lernbarkeit ergibt sich ja einerseits aus der Anzahl
der benétigten Beispiele, andererseits aus der Rechenzeit pro Beispiel. Obwohl das Lernen
eines Begriffs in der Klasse der k-DNF-Formeln nur polynomiell viele Beispiele braucht, ist
er nicht lernbar, weil er im schlimmsten Falle zu lange fiir die Verarbeitung eines Beispiels
braucht. Man kann die Anzahl der Beispiele abschéitzen, die man dem Algorithmus geben
muss, damit er lernen kann (Stichprobenkomplexitdt). Damit hat man dann den ersten
Schritt eines PAC-Lernbarkeitsbeweises geschafft.

1.6.1 Stichprobenkomplexitét

Die Stichprobenkomplexitét gibt an, nach wie vielen Beispielen der Lerner einen Begriff
spatestens gelernt hat.

Definition 1.6.4 (Stichprobenkomplexitét) Die Stichprobenkomplexitit eines Algo-
rithmus fir gegebenes H, C, ¢ und ¢ ist die Anzahl von Beispielen [, nach denen der
Algorithmus spdtestens ein beliebiges ¢ € C' mit Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — &
bis auf einen Fehler von héchstens ¢ approximiert hat.

Nehmen wir an, ein Lernalgorithmus gibt nur die Hypothesen aus, die alle positiven
Beispiele und kein negatives Beispiel abdecken. Wenn wir weiterhin annehmen, dass der
Zielbegriff in der Hypothesensprache enthalten ist, dann kénnen wir recht einfach die Stich-
probenkomplexitidt berechnen. Zunachst betrachten wir Hypothesenraume mit endlicher
Grofe | H |.

Satz 1.6.1 (Stichprobenkomplexitit endlicher Hypothesenriume) Fir endliche
Hypothesenrdume H mit H = C kann spdtestens nach

= %(ln | H | +in(1/5)) (1.14)

Beispielen jedes ¢ € C' mit Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — & bis auf einen wahren
Fehler von héchstens ¢ gelernt werden.

Beweis: David Haussler hat die Formel 1.14 anhand des Versionenraums bewiesen
[Haussler, 1988] (dhnliche Schranken wurden zuvor auch von Vapnik bewiesen [Vapnik,
1998]). Der Versionenraum enthélt ja zu jedem Zeitpunkt nur mit den bisher gesehenen
Beispielen konsistente Hypothesen und der Hypothesenraum ist endlich. Damit erfiillt er
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genau die Annahmen. Der Beweis betrachtet den schlimmsten Fall: beziiglich der bisher
gesehenen Beispiele ist eine Hypothese im Versionenraum zwar korrekt, tatséchlich ist ihr
Fehler aber grofler als e. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine beliebige Hypothese mit Fehler
grofer als € ein zufillig gezogenes Beispiel richtig klassifiziert, ist also hochstens 1 — e. Bei
[ Beispielen betrigt die Wahrscheinlichkeit also héchstens (1 — ¢)’. Bei k& Hypothesen ist
die Wahrscheinlichkeit, dass eine von ihnen schlecht ist (d. h. einen Fehler grofler als e
hat), héchstens k(1 — ¢)'. k kann natiirlich nicht gréBer sein als der Hypothesenraum. Im
schlimmsten Fall ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine der Hypothesen im Versionenraum
einen Fehler groBer als ¢ hat, also | i/ | (1 — ¢)!. Dies beschrinkt die Wahrscheinlichkeit,
dass [ Beispiele nicht ausreichten, um die schlechten Hypothesen aus dem Versionenraum
zu tilgen. Da ¢ zwischen 0 und 1 liegt, konnen wir sie abschitzen als | Il | e~ (oft additive
Chernoff-Schranke genannt). Damit ein Begriff PAC-gelernt wird, muss diese Wahrschein-
lichkeit kleiner sein als 4:

| H | e <4
Eine Umformung ergibt genau 1.14. I

Bei unendlichen Hypothesenrdumen, wie z. B. den Hyperebenen der SVM, kann man
die GroBe nicht mehr durch einfaches Abzdhlen angeben. Allerdings gibt es auch in unend-
lichen Hypothesenraiimen oft nur endlich viele Hypothesen, die sich wirklich substantiell
unterscheiden. Die Ausdrucksstérke auch unendlicher Hypothesenrdume gibt die Vapnik-
Chervonenkis-Dimension (VC-Dimension) an. Sie misst die Kapazitat (“Grofle”) eines
Hypothesenraums und kann auch bei unendlichen Hypothesenraumen verwendet werden,
um die Stichprobenkomplexitét zu berechnen. Die VC-Dimension gibt an, wie viele Bei-
spiele man maximal mit Hypothesen aus H beliebig aufteilen (d. h. zerschmettern) kann.
Definition 1.6.5 (Zerschmettern einer Beispielmenge) Sei H der Hypothesenraum
iber X und S eine m-elementige Teilmenge von X. S wird von H zerschmettert (shat-
tered), falls es fir alle S” C S eine Hypothese hs € H gibt, die genau S' abdeckt, d.h.
SNhg = 5"

Alle Teilmengen von S werden also durch Hypothesen in H erkannt.
Definition 1.6.6 (Vapnik-Chervonenkis-Dimension) Die Vapnik-Chervonenkis-Di-
mension von H, VCdim(H), ist die Anzahl der Elemente der grofsten Menge S C X,

die von H zerschmettert wird.
VCOdim(H) = max{m:35 C X,| S |=m, H zerschmettert S}

Wenn es kein Maximum der Kardinalitat von S gibt, ist VC'dim unendlich.
Satz 1.6.2 (VC-Dimension endlicher Hypothesenrdume) Wenn der Hypothesen-
raum H endlich ist, dann ist VCdim(H) < logs(| H |).

Beweis: Um eine Menge der Grofle m zu zerschmettern, sind mindestens 2™ verschie-
dene Hypothesen notig, weil es ja 27 verschiedene Teilmengen gibt. I

Wie bestimmt man die VC-Dimension eines unendlichen Hypothesenraumes? Das fol-
gende Beispiel untersucht die VC-Dimension von Hyperebenen, wie sie schon bei der SVM
eingefithrt wurden.
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X X X

X2 X2 X2
. . X4 .

Abbildung 1.9: 3 und 4-elementige Teilmengen von X

e X: Punkte in einer Ebene, dargestellt durch & = (2, x3);

e H:Hyperebenen wyxy+wyx,4b mit zwei Gewichten w; und wy und einem Schwellwert
b. Jeder Hyperebene entspricht die Boolsche Funktion A(%) = 1 gdw. wya1+waa2+b >
0.
Fiir eine 3-elementige Teilmenge S von X gibt es 2* Moglichkeiten, die Elemente von S in
positive und negative Beispiele zu klassifizieren (d. h. zu zerschmettern). Die 8 verschiede-
nen Aufteilungen sind:

S hi [ hy [ hs [ ha| hs | he | hr | hs
(vpy) | - |+ -+ -+ |-+
(wo,0) | - | - |+ |+ |- |- |+ ]|+
(@3,y3) | - | - | - | - |+ ]|+ |+ ]+

Fiir die drei Beispielvektoren 7, #3 und #3 im linken Bild von Abbildung 1.9 kénnen
alle 8 Aufteilung durch Hyperebenen realisiert werden. Wie bei der SVM kann man sich
eine Hypothese aus H als trennende Linie zwischen positiven und negativen Beispielen
vorstellen. VCdim(H) ist also mindestens 3. Aber kénnte H nicht auch eine 4-elementige
Teilmenge von X zerschmettern? Abbildung 1.9 zeigt, wie man 4 Punkte in der Ebene
entweder konvex (Abb. 1.9, Mitte) oder nicht konvex (Abb. 1.9, rechts) anordnen kann. Im
ersten Fall konnen {¥,#,} und {¥3, #5} nicht durch eine Linie getrennt werden. Ebenso
lasst sich im zweiten Fall {#,} nicht von den anderen drei Beispielen linear trennen. Dies
illustriert, dass die VCdim(H) nicht nur mindestens 3, sondern genau 3 ist.

Im Allgemeinen gilt, dass die VC-Dimension von Hyperebenen im n-dimensionalen
Raum gleich n 4+ 1 ist. Man kann aber in vielen Féllen eine wesentlich kleinere V C'dim
erhalten, wenn man die Separationsweite § (sieche Abschnitt iiber SVMs) betrachtet.
Satz 1.6.3 [Vapnik, 1998] Fiir Hyperebenen h(¥) = sign(i - ¥ + b) im n-dimensionalen
Raum, die | Beispiele wie folgt trennen,

1

[I<o]]

) .
Vi,

- @b > 6 und ||@]| < R

gilt, dass thre VCdim nicht groffer ist als

R2
min (5,71) +1
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Person Partner Mutter | Oma miitterlich
Doris Dieter Christa Berta
Dieter Doris Carla Bettina
Christa | Christoph Berta Andrea
Carla Carlos Bettina Angela

Tabelle 1.4: Beispiele fiir den Begriff der Grofimutter miitterlicherseits

In vielen Féllen ist es schwierig, die VCdim genau zu bestimmen. Oft werden nur
Abschétzungen gefunden. Den Zusammenhang zwischen der VC-Dimension einer Begriffs-
klasse und ihrer Stichprobenkomplexitéit geben die folgenden Ergebnisse an:

Satz 1.6.4 C' = H hat polynomielle Stichprobenkomplexitit gdw. VCdim(C') endlich ist.

Analog zur Hypothesenanzahl in endlichen Hypothesenrdumen (Gleichung 1.14) kann
man mit der VC-Dimension die Stichprobenkomplexitdt auch bei unendlichen Hypothe-
senraumen abschétzen.

Satz 1.6.5 (Stichprobenkomplexitit unendlicher Hypothesenriume)
Fir unendliche Hypothesenrdume H mit H = C' kann spdtestens nach

[ > ! (4[092 (%) + 8V Cdim(H)logy <§>>
€ €

Beispielen jedes ¢ € C' mit Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — & bis auf einen wahren
Fehler von héchstens ¢ gelernt werden.

Wir kénnen somit angeben, welche Anzahl von Beispielen ausreicht, um einen Begriff
zu lernen. Allerdings ist die so berechnete Stichprobenkomplexitét oft unrealistisch hoch.
Meist reichen weit weniger Beispiele fiir ein gutes Lernergebnis aus. Desweiteren muss
man sehr genau priifen, ob die im PAC-Lernen gemachten Annahmen in der Anwendung
wirklich zutreffen.

1.7 Begriffslernen mit induktiver logischer Program-
mierung

Bisher haben wir Begriffe gelernt, die durch Attribute beschrieben wurden. Bei einigen
Begriffen ist das eine eher umsténdliche Représentation. Wie soll zum Beispiel der Begriff
der Fhe oder der Grossmutter durch Attribute definiert werden? Wir kénnen natiirlich bei
einem Menschen in Form von Attributen angeben, wer der Ehepartner ist und wer seine
Grofimiitter sind. Beschréanken wir uns auf den Begriff der Grofmutter miitterlicherseits, so
zeigt Tabelle 1.4 zwei Beispiele fiir diesen Begriff: Berta ist die Grofmutter von Doris und
Bettina die von Dieter. Wir kénnen also die Beispiele in Form von Attributen aufschreiben.
Aber wie kénnen wir den allgemeinen Begriff darstellen? Dies gelingt mit Relationen sehr
einfach. In Préadikatenlogik kénnen wir Relationen und ihre Verkniipfungen darstellen. Wir
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schreiben die Beispiele als zweistellige Pradikate:

verheiratet(doris, dieter) mutter(doris, christa) mutter(christa,berta)
verheiratet(christa, christoph) mutter(dieter, carla) — mutter(carla,bettina)
verheiratet(carla, carlos)

Den allgemeinen Begriff konnen wir als pradikatenlogische Formel schreiben:
mutter(X,Y) A mutter(Y,7Z) — oma(X, 7)

Verwandschaftsbeziehungen sind relationale Begriffe. Andere typische Beispiele sind zeitli-
che und rdumliche Beziehungen. Wenn wir von konkreten Zeitpunkten abstrahieren wollen,
um Wissen fiir die Planung zu lernen, brauchen wir Relationen zwischen Zeitintervallen.
Nehmen wir an, wir wollten einen allgemeinen Plan fiir die Handlungen lernen, die man mit
dem Wort "abfliegen” zusammenfasst. So ein Plan kénnte etwa folgendermaflen aussehen:

zumFlugha fen(Person, Flugh, Ty, Ty) A
etnchecken(Person, Ty, Ts) A
gateFinden(Person,Ts,Ty) A
einstergen( Person, Ty, Ts) A
warten(Person, Ts, Tg) —

abfliegen(Person, Flugh,Tg)

ort(Person, W) A
fahren(Person, W, Flugh,Ty,Ty) — zumFlughafen(Person, Flugh,Ty,Ts)

gehen(Person, W, Station, Ty, Ty) A
warten(Person, Ty, Ts)

bahn Fahren(Person, Station, Ziel, T, Ty)
gehen(Person, Ziel, Flugh, Ty, Ts) — fahren(Person, W, Flugh, Ty, Ts)

Beispiele fiir die allgemeinen Regeln enthalten natiirlich konkrete Zeitpunkte.

A
A

zumFlugha fen(uta,ddor f,12: 00,13 : 36) einchecken(uta, 13 : 36,13 : 45)
gateFinden(uta, 13 : 45,13 : 50) etnstergen(uta, 13 : 50,13 : 55)
warten(uta, 13 : 55,14 : 06) abfliegen(uta, ddor f,14 : 06)

Bei den verschiedenen Ereignissen des Abfliegens kommen jeweils verschiedene Zeiten vor,
gemeinsam ist allen Ereignissen nur die Relation der Zeitintervalle. In diesem Beispiel wird
durch die Konklusion ein umfassendes Zeitintervall ausgedriickt, die Pramissen driicken
eine direkte Folge von Handlungen aus, d.h. das Ende der einen Handlung ist gerade der
Beginn der néchsten Handlung.

Um relationale Begriffe ausdriicken zu kennen, brauchen wir eine eingeschrankte Pradi-
katenlogik. Dies kann z.B. eine terminologische Logik (Beschreibungslogik) sein oder ein
logisches Programm. Das Erlernen logischer Programme, genannt induktive logische
Programmierung, ist theoretisch griindlich untersucht worden (s. Abschnitt 1.9) und
eine Reihe von Verfahren wurde entwickelt [Muggleton, 1992] 1°.

0Eine gute Einfiihrung bietet [Nienhuys-Cheng und Wolf, 1997].
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Neben der Méglichkeit Relationen von Relationen auszudriicken, zeichnet sich die in-
duktive logische Programmierung dadurch aus, dass sie Hintergrundwissen in das Lernen
einbezieht. Die Funktionslernaufgabe der induktiven logischen Programmierung ist:

Gegeben: positive und negative Beispiele E in einer Sprache Lz,
Hintergrundwissen B in einer Sprache Lpg, wobei BU H [£1

Ziel: eine Hypothese H in einer Sprache Ly, so dass
B,H, E ~£1 (Konsistenz),
B, H = E* (Vollstiandigkeit),
Ve € E~ : B, H [~ e (Korrektheit)

Meist besteht sowohl B als auch F aus variablenfreien Fakten. Ly ist eine einge-
schrankte Pradikatenlogik.

Auch die induktive logische Programmierung kann als Suche aufgefasst werden (s. Ab-
schnitt 1.2). Wenn man die Generalisierungsbeziehung so formalisieren kann, dass es fiir
zwei Klauseln genau eine Generalisierung (bzw. Spezialisierung) gibt, besteht das Lernen
darin, Beispiele so lange zu generalisieren, bis alle positiven Beispiele beziiglich des Hinter-
grundwissens abgedeckt sind bzw. allgemeine Hypothesen so lange zu spezialisieren, dass
keine negativen Beispiele mehr beziiglich des Hintergrundwissens abgedeckt sind. Die Gene-
ralisierungsbeziehung ordnet den Hypothesenraum so, dass der induktive Schluss als durch
Beispiele gesteuerte Suche in diesem Verband von Hypothesen realisiert werden kann. Die

Generalisierungsbeziehung erméglicht obendrein das sichere Beschneiden des Hypothesen-
raums:

o Wenn beim Generalisieren bereits die Hypothese C'1 ein negatives Beispiel abdeckt, so
wird auch jede Generalisierung von C'1 mindestens dieses negative Beispiel abdecken
— (C'1 braucht daher nicht weiter generalisiert zu werden.

e Wenn beim Spezialisieren bereits die Hypothese C'1 ein positives Beispiel nicht ab-
deckt, so wird auch jede Spezialisierung von C'1 mindestens dies positive Beispiel
nicht abdecken — C'1 braucht daher nicht weiter spezialisiert zu werden.

Die wichtigste Aufgabe ist es also, die Generalisierungsbeziehung zwischen logischen For-
meln (Beispielen, Hypothesen) zu beschreiben. Eine Moglichkeit, die Generalisierung zu
definieren, verwendet die Implikation. Eine Klausel C'1 ist genereller als eine andere, (2,
wenn C'1 — (€2 gilt. Um dann eine Generalisierung zu finden, miissen wir die Klausel fin-
den, die die gegebenen Beispiele impliziert. Dies ist schwierig, weil es darauf hinauslauft,
die logische Folgerung zwischen Klauseln als Grundlage zu nehmen, die nicht im allgemei-
nen Fall entscheidbar ist. Deshalb wird die schwéchere Subsumtionsbeziehung bevorzugt.
Eine Klausel C'1 ist genereller als eine andere Klausel C'2, wenn gilt: C'1 subsumiert C'2.
Bei Literalen ist das einfach. Ein Literal L1 subsumiert ein anderes Literal L2, wenn es
eine Substitution o gibt, so dass Llo = L2. Damit wird Substitution zur Grundlage der
Formalisierung von Induktion.

Wir kénnen uns Generalisierung fiir Klauseln einmal (semantisch) an den Objekten
(Daten, Beispielen) einer logischen Struktur deutlich machen. Eine Klausel C'1 ist genereller
als eine andere Klausel C'2 (geschrieben: C'1 > (C'2),wenn sie mehr Objekte abdeckt. So ist
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zum Beispiel
tier(X) — saeugetier(X) > tier(rex) — saeugetier(rex)
und

tier(X) — saeugetier(X) > tier(X) A im_haus(X) — saeugetier(X).

tier(rex)
tier(X)

im_haus(X)
/

Abbildung 1.10: Objektmengen

Die Saugetiere umfassen einmal nur rex (und vielleicht noch andere Objekte), einmal
mindestens die Schnittmenge der beiden Objektmengen, schliefllich sogar mindestens alle
Tiere. An dem Beispiel ist auch deutlich zu sehen, dass neben der Subsumtion auch die
logische Folgerung gilt. Zum anderen kénnen wir uns die Generalisierung aber auch (syn-
taktisch) an der Gestalt der Klauseln klarmachen. Wenn wir sie als Mengen schreiben, so
ist die generellere Klausel eine Teilmenge der spezielleren.

{—~tier(X), mim_haus(X), saeugetier(X)} D {~tier(X), saeugetier(X)}.
Natiirlich miissen die Terme so substituiert werden, dass es passt.
Cl>C2gdw. C2 D Clo.

Die Faustregel lautet: je mehr Literale eine Klausel hat, desto spezieller ist sie. Wenn
aber durch eine Theorie gegeben ist, dass einige Literale gleichbedeutend sind mit einem
anderen Literal, so hilft das einfache Abz&hlen nichts. Wenn fiir alle Tiere bekannt ist, dass
sie sterblich sind, so wird eine der oben angefithrten Klauseln {iber Tiere nicht spezieller,
wenn sterblich(X) hinzugefiigt wird. Es ist einfach redundant. Diesen Gedanken werden
wir in den néchsten beiden Abschnitten vertiefen.

1.7.0.1 6#-Subsumtion

Wenn wir Lernen in Logik als Suche in einem geordneten Verband von Hypothesen auffas-
sen, brauchen wir eine handhabbare Definition der Generalisierungsbeziehung. Obendrein
wollen wir nicht irgendwelche Generalisierungen fiir zwei Formeln finden, sondern moglichst
nur eine. Wenn die Suche nach der Formel, die den zu lernenden Begriff darstellt, schritt-
weise erfolgen soll, brauchen wir kleine Generalisierungsschritte, um den Zielbegriff nicht
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zu tberspringen. Gordon Plotkin stellt ein Verfahren vor, wie in der uneingeschrankten
Pradikatenlogik erster Stufe die speziellste Generalisierung (least general generalization —
lgg oder most specific generalization — MSG) gefunden werden kann [Plotkin, 1970]. Dabei
stellt er zunéchst ein Verfahren vor, das fiir Literale und Terme (zusammengefasst unter
der Bezeichnung Wort) eine speziellste Generalisierung findet.

W1 > W2, wenn Wleo = W2.

Zum Beispiel ist p( X, X, f(g(Y))) > p(1(3),1(3), f(g(X))), mit o = {X/{(3),Y/X}. Wieder

ist > eine Halbordnung (also reflexiv und transitiv).

Fiir eine Menge von Wértern K ist W die speziellste Generalisierung, gdw.:
Fiir jedes Wort V' aus K gilt: W >V und
wenn fiir jedes V aus K gilt W1 >V, dann gilt auch W1 > W.

Mit der zweiten Bedingung wird gewéhrleistet, dass es sich bet W um die speziellste Ge-
neralisierung handelt. Wenn obendrein W > W1 gilt, dann sind W1 und W &quivalent.
Plotkins Verfahren fiir die Generalisierung von Wértern wahlt zunéchst solche Worter aus,
die dasselbe Pradikatensymbol mit demselben Vorzeichen (negiert oder nicht negiert) ha-
ben. Dann muss es eine Substitution fiir die Terme finden, die an derselben Stelle des
Pradikats auftreten, aber verschieden sind. Es wéhlt eine sonst nicht vorkommende Varia-
ble, setzt sie fiir die Terme ein und schreibt die Substitutionen in die Substitutionslisten
der Wérter. Dies wird fiir alle verschiedenen Terme an selber Argumentstelle so gemacht.
Wenn es keine solchen Terme (mehr) gibt, so ist das durch die Substitutionen entstandene
Wort die speziellste Generalisierung der Worter.
Beispiel:

V1:p(f(a(),9(Y)), X, g(Y))

V2 p(h(a(), g(X)), X, g(X))

Y und X nehmen dieselbe Argumentstelle ein und werden durch die neue Va-

riable 7 ersetzt. Das ergibt

V91:p(fla(),9(2)), X, 9(Z))

V2:p(h(a(),9(Z)), X, 9(Z))

und die Substitutionsliste fiir V'1 ist {Z/Y}, die fiir V2 ist {7/ X}.

Als néchstes sind f(a(),g(Z)) und h(a(), g(7)) verschiedene Terme an derselben

Argumentstelle. Sie werden durch eine neue Variable U ersetzt.
V1=V2=pU,X,g(Z)) mit den Substitutionslisten:

ol ={U/f(a(),q(Y)),Z/Y} fir V1 und

o2 ={U/h(a(),9(X)), Z/ X} fir V2.

p(U, X, g(7)) ist die speziellste Generalisierung fiir V1 und V2.

Durch Anwendung der Substitutionen auf die Generalisierung erhdlt man wie-
der V1 respektive V2 1,

HGtatt beim Einfiigen einer Ersetzung in die Substitutionsliste die bisherigen Substitutionen aus-
zufithren, kann man auf die Ersetzung in eingebetteten Termen verzichten wie es die Antiunifikation in
Prolog tut.
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Um dieses Verfahren auf Klauseln iibertragen zu kénnen, miissen zunéchst alle Literale
miteinander kombiniert werden. So macht man aus einer Menge eine dquivalente Liste.
Wenn etwa die Klausel C'1 die Literale L11, L12, L13 enthalt und die Klausel C'2 die
Literale L21, L22, L23, so erhédlt man die Listen

C1:[L11, L1, L1, L12, L12, 112, 113, L13, L13]

C2:[L21, 122,123, 121,122, .23, 121, 122, 1.23]
Diese Listen kénnen nun einfach elementweise gegeneinander abgeglichen werden. Dabei
kann man alle {ibereinander stehenden Literalpaare streichen, die nicht dasselbe Préadikats-
symbol haben. Fiir die resultierenden Listen findet Plotkin Generalisierungen mit Hilfe der
f-Subsumtion.

Plotkins Ubertragung des Verfahrens fiir Worter auf Klauseln ist einfach: er formt
Klauseln so um, dass neue Funktionssymbole anstelle der Pradikatssymbole stehen und
verfahrt mit den Funktionen wie oben beschrieben. Man behandelt die Menge von Literalen
einer Klausel einfach als Terme eines Pradikats!

Die Menge der Literale in den Klauseln werden mit zwei Indizes versehen, einer

fiir die Klausel (¢, 7), einer fiir die Literale selbst (1,..,[,..,n). Jedes Literal L;

hat ja die Form (£)pi(t1,...,1%).

Bei n Literalen einer Klausel wird ein neues, n-stelliges Pradikat ¢ konstruiert,

das fiir jedes k-stellige Pradikat der Klausel eine neue k-stellige Funktion als

Argument bekommt:

Q(fl(tjllv ) tjkl)v SRR fn(tjlm s 7tﬂm))

Damit erhdlt man fiir zwei Klauseln zwei solche ¢-Literale, deren Terme gene-

ralisiert werden. Das Ergebnis hat dann die Form:

q(frlung, ey tr)s e ooy fro (Ui, - ooy Ukp))

Dann ist {()pi(w11s .oy g1)y oy (2)pn(Uin, ..oy ukn) b die speziellste Generali-

sierung der zwei Klauseln.
Wir haben gesehen, dass die Listen grol werden. Die Reduktion entfernt tiberfliissige Li-
terale aus Klauseln. Alle solche L aus einer Klausel F werden entfernt, fiir die es eine
Substitution gibt, so dass £\ {L} O Eo. Auch ohne L umfasst £ immer noch Fo. Da
aber alle moglichen Teilmengen der Klausel gebildet werden miissen, ist die Reduktion
exponentiell.

Diese Formalisierung hat zwei Schwéchen: sie ist ineffizient und sie beriicksichtigt kein
Hintergrundwissen. Deshalb hat Wray Buntine eine generalisierte §-Subsumtion eingefiihrt,
mit der die Induktion einer Klausel aus einer anderen Klausel beziiglich einer Theorie
beschrieben werden kann [Buntine, 1988].

1.7.0.2 Generalisierte 8-Subsumtion

Die generalisierte #-Subsumtion generalisiert zwei funktionsfreie Hornklauseln beziiglich
gegebenem Hintergrundwissen. Bei Hornklauseln nennen wir das positive Literal den Klau-
selkopf, die negativen Literale den Klauselkoérper. Wir beziehen uns auf den Klauselkopf
der Klausel C'1 mit C'l,,y, entsprechend schreiben wir C'lys,pe, fiir den Klauselkérper von
C'1. Die Substitution € ist nun derart, dass fiir alle Variablen des Klauselkopfes neue Kon-
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stanten eingefithrt werden. Wir belassen o als Bezeichner fiir (irgend)eine Substitution von
Termen. Dann definiert Buntine die Generalisierung folgendermafen [Buntine, 1988]:

do, so dass C'ly,,r0 = C24,,5 und

B, C245per = (Cligrperob)
Wir miissen also die generellere Klausel durch Substitutionen erst einschréanken, damit sie
aus der spezielleren folgt. Diese Definition kénnen wir fiir alle Klauseln einer Menge von
Klauseln anwenden, d.h. um Mengen von Klauseln zu vergleichen, beschranken wir uns auf
den Vergleich aller einzelnen Klauseln der Mengen.

Die Definition operationalisiert Buntine, indem er fiir jede Klausel C; der generelleren

Klauselmenge zeigt, dass sie zuriickgefithrt werden kann auf eine Klausel der spezielleren
Klauselmenge, indem

e Variable aus (; in Konstante oder andere Terme {iberfithrt werden,
o Atome dem Klauselkdérper von C; hinzugefiigt werden, oder

o der Klauselkérper von C; im Hinblick auf das Hintergrundwissen B teilweise ausge-
wertet wird, d.h. ein Atom aus C; wird mit einer Klausel aus B resolviert.

Dieses Verfahren ist entscheidbar, wenn das Hintergrundwissen keine Funktionen enthalt.
Wie sieht es bei den folgenden Klauseln aus, ist C'1 > C'2 beziiglich B?

B sei: tier(X) A im_haus(X) — haustier(X)

C1 sei: flauschig(Y) A haustier(Y) — kuscheltier(Y)

C2 sei: flauschig(Z) N tier(Z) N im_haus(Z) — kuscheltier(Z)

Wir erhalten als B, C2y54.-0 mit 6 : {Z/b}:

tier(X) Aim_haus(X) — haustier(X)

flauschig(b) A tier(b) A im_haus(b)

und folgern mit o1 : {X/b} und der Schnittregel

flauschig(b) Nhaustier(b) Das ist C'lgsrper00, wenn wir o:{} wahlen, 6 : {Y/b}.
Es gilt also C'1 > C2 beziiglich B.

Das Verfahren von [Buntine, 1988] zéhlt also nicht nur die Literale durch, sondern
beriicksichtigt, dass einige Literale (hier: tier(X) und im_haus(X)) durch das Hintergrund-
wissen verbunden sind mit einem anderen Literal (hier: haustier(X)). Die Faustregel ist
jetzt mit den Substitutionen ¢ und 6 und der Einbeziehung des Hintergrundwissens so
formalisiert, dass sie Ergebnisse liefert, die unserer Intuition entsprechen. Thre Operationa-
lisierung verwendet die Resolution, um alle Literale herauszuschneiden, die sowieso durch
B gegeben sind. Die Substitutionen sorgen dafiir, dass keine unzusammenhangenden Ob-
jekte einbezogen werden. Dann kénnen wir einfach abzéhlen, welche Klausel mehr Literale
enthalt.

1.7.1 Beschrinkung der Suche

Die Suche im Hypothesenraum aller logischer Formeln muf} beschrankt werden, damit sie
effizient wird. Zum einen kann man die Logik und damit den Suchraum einschranken (s. Ab-
schnitt 1.9). Meist gilt die Beschrankung fiir ein Verfahren in jeder Anwendung. Es gibt
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aber auch die Moglichkeit, den Benutzer spezifizieren zu lassen, an welchen Hypothesen er
interessiert ist. Es werden dann nur diese Hypothesen vom System untersucht. Dabei soll
der Benutzer nicht jede einzelne Hypothese angeben miissen, sondern allgemeiner deklarie-
ren kénnen, welche Mengen von Hypothesen untersucht werden sollen. Das Lernverfahren
nimmt die anwendungsspezifische Beschrankung als Eingabe und sucht nur in dem einge-
schrankten Hypothesenraum. Die deklarative und verdnderbare Beschrankung der Sprache
Ly heifit declarative bias. Ein Lernverfahren, das eine explizite, syntaktische Sprachbe-
schrankung durch den Benutzer zulisst, ist RDT [Kietz und Wrobel, 1992]. Der Benutzer
gibt hier die syntaktische Form der Regeln an, die vom Lernverfahren betrachtet werden
sollen. So kann er angeben, dass er nur an Regeln mit maximal drei Pramissen interessiert
ist, etwa weil ldngere Regeln zu uniibersichtlich sind.

Zum anderen kann man den (unbeschrankten) Suchraum unvollstdndig, heuristisch
durchsuchen. Dafiir ist das System FOIL ein Beispiel [Quinlan, 1990]. Die Hypothesen-
sprache Ly umfasst funktionsfreie Klauseln, deren Kopf aus genau einem positiven Literal
besteht und deren Koérper aus positiven oder negierten Literalen besteht. Terme miissen
mit dem Klauselkopf verbunden sein. Beispiele werden in Form von variablen- und funkti-
onsfreien Fakten gegeben. Wenn keine negativen Beispiele vorliegen, berechnet FOIL alle
moglichen, nicht als positive Beispiele gegebenen Fakten als negative Beispiele (closed-
world assumption). Das Hintergrundwissen liegt in Form von extensionalen Definitionen
von Prédikaten in Form von variablen- und funktionsfreien Fakten vor. Wie RDT erzeugt
auch FOIL die Hypothesen von der allgemeinsten zu den spezielleren. Im Gegensatz zu
RDT durchsucht FOIL den Hypothesenraum nur dort, wo ein Informationsgewinn erwar-
tet wird. Dazu wird eine Heuristik verwendet, die — dhnlich wie bei ID3 — auf der Entropie
basiert.

FOIL erstellt aus den gegebenen Beispielen fiir ein k-stelliges Zielpradikat eine Menge
von k-stelligen Tupeln, wobei jedes Tupel eine Wertebelegung der & Variablen angibt. Die
Tupel sind als positive oder negative Beispiele klassifiziert. Die Tupelmenge ist vollstéandig,
d.h. alle moglichen Wertebelegungen kommen entweder als positives oder als negatives
Beispiel vor. Der Algorithmus besteht aus zwei Schleifen, einer dufleren und einer inneren.
Die duBlere Schleife findet fiir positive Beispiele bzw. Tupel TF eine Klausel, die sie ab-
deckt. Die abgedeckten positiven Beispiele werden aus der Tupelmenge entfernt und fiir
die verbleibenden positiven Beispiele wird eine weitere Klausel gelernt. Es werden so vie-
le Klauseln gelernt, dass insgesamt von der Menge der Klauseln alle positiven Beispiele
abgedeckt werden.

Bis T* keine Tupel mehr enthélt:

e finde eine Klausel, die positive Beispiele abdeckt,

e entferne alle Tupel aus 7T, die von dem Klauselkorper abgedeckt werden.
In der inneren Schleife wird der Kérper einer Klausel durch Literale erweitert, die Klau-
sel also spezialisiert. Ein zusatzliches Literal wird aufgrund des Informationsgewinns aus-
gewahlt, den es fiir die Charakterisierung des Zielpradikats erbringt.

o Initialisiere T; mit den Beispielen in Tupeldarstellung und setze 1 = 1
e Solange T~ Tupel enthalt:

— finde ein niitzliches Literal L; und fiige es dem Klauselkorper hinzu,
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— erstelle eine neue Tupelmenge T}, die nur diejenigen Beispiele enthalt, fiir die
L; gilt. Falls L; eine neue Variable einfiihrt, werden die Tupel um diese erweitert.
Die Klassifikation der Tupel in T4 bleibt diejenige von T;.

— setze 2 auf 2+ 1

Die Information, die man bei einer Tupelmenge T; mit p; positiven und n; negativen
Beispielen braucht, um zu entscheiden, ob ein Tupel positiv ist, ist

Ziehen wir den Informationsgehalt der neuen Tupelmenge von dem der alten Tupelmen-
ge ab, so erhalten wir den Informationsgewinn durch das neu eingefiithrte Literal. Dieser
Informationsgewinn wird durch die Anzahl der positiven Tupel, die durch das neue Lite-
ral abgedeckt werden, p;11, gewichtet. Der gewichtete Informationsgewinn durch ein neues
Literal L; bezogen auf die Tupelmenge T; wird also durch die folgende Formel ausgedriickt:

Gain(L;) = (pix1 + i) (L(T;) — 1(Ti41))

Ein einfaches Beispiel ist das Lernen der Relation tochter aus den folgenden Beispielen,
wobei vor dem Semikolon die positiven Tupel, nach dem Semikolon die negativen Tupel an-
gegeben werden. Das Hintergrundwissen ist durch die Relationen eltern und weibl gegeben.
Das Beispiel ist [Lavra¢ und Dzeroski, 1994] entnommen.

tochter(namename) | eltern(name,name) | weibl(name)
mary, ann ann, mary mary

eve, tom ; ann, tom ann

tom, ann tom, eve eve

eve, ann tom, ian

Die erste Menge 717 enthélt alle 4 Tupel, py = 2,n; = 2. Thr Informationsgehalt ist
—loggi = 1. Die Klausel enthdlt nur das Zielpradikat tochter(X,Y") als Klauselkopf. Wird
nun webl als erstes Literal in den Klauselkérper eingetragen, so enthélt die neue Tupel-
menge T4 nicht mehr das negative Beispiel tom, ann, da weibl(tom) nicht gilt. Damit ist
die neue Tupelmenge geordneter: [(Ty) = 0,58. Alle positiven Beispiele bleiben abgedeckt.
Der Informationsgewinn von webl ist also:

Gain(weibl (X)) =2(1 —0,58) = 0,84

Wird nun noch eltern(Y, X) als néchstes Literal hinzugefiigt, so brauchen wir bei der
resultierenden Tupelmenge T'3 keine weitere Information fiir die Klassifikation: 1(75) = 0.
Der Informationsgewinn von eltern ist:

Gain(eltern(Y, X)) =2(0,58 = 0) = 1,16

Die Klausel eltern(Y, X) A weibl(X) — tochter(X,Y") deckt alle positiven Beispiele ab
und kein negatives. Da in der Menge T3 kein negatives Beispiel mehr enthalten ist, endet
die innere Schleife. Damit ist der erste Schritt der duBleren Schleife abgeschlossen und es
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werden alle positiven Beispiele aus der Menge T} entfernt, die von der Klausel abgedeckt
werden. Da dies alle positiven Beispiele sind, endet auch die duflere Schleife.

Da FOIL den Hypothesenraum geméss der Heuristik des Informationsgewinns durch-
sucht, kann es eine richtige Losung des Lernproblems verpassen. Dies ist der Fall, wenn
ein Literal mit geringem Informationsgewinn gewdhlt werden muss, das eine neue Variable
einfithrt, die fiir die Wahl geeigneter weiterer Literale notig ist. In sehr vielen Fallen fithrt

die Heuristik jedoch dazu, dass FOIL sehr schnell die richtige Losung findet.

1.8 Adaptivitat und Revision

Die Generalisierungsbeziehung zwischen Klauseln strukturiert den Hypothesenraum. Wir
haben nun Generalisierungsoperatoren kennengelernt, die von zwei Beispielen oder zwei
spezielleren Hypothesen eine minimal generellere Hypothese erzeugen. Diese Generalisie-
rungsoperatoren durchsuchen den Hypothesenraum bottom-up. Die Verfahren FOIL und
RDT durchsuchen den Hypothesenraum top-down. Beide verwenden also Spezialisierungs-
operationen. Das System MIS bietet zwei Spezialisierungsoperationen an: eine bedarfs-
gestiitzte, die bei Widerspriichen eine falsche Aussage aus der Theorie 16scht (contradicti-
on backtracing), und eine Verfeinerungsoperation, die eine falsche und deshalb verworfene
Aussage spezialisiert, bis die Spezialisierung korrekt ist [Shapiro, 1981], [Shapiro, 1983]. In
diesem Abschnitt sollen Spezialisierungsoperatoren ausfithrlich behandelt werden. In Ab-
schnitt 1.8.1 wird das Problem der Vollstandigkeit eines Verfeinerungsoperators behandelt.
Kann man wirklich von der leeren Klausel ausgehend alle Klauseln durch eine Folge von
Operator-Anwendungen erreichen? Eine bedarfsgestiitzte minimale Spezialisierung einer
Theorie wird in Abschnitt 1.8.2 beschrieben. Interessant ist dabei, dafl hier die Speziali-
sierungsoperation mit dem Bereich des nicht-monotonen Schliefens in Beziehung gesetzt
wird.

1.8.1 Vollstindige Spezialisierung unter #-Subsumtion

Um effizienter zu verfeinern, hat Ehud Shapiro in seinem System MIS den Verfeinerungs-
operator so definiert, daB er mit reduzierten Formeln arbeitet [Shapiro, 1981]. Unter #-
Subsumtion sind Formeln reduziert, wenn sie keine redundanten Literale enthalten (sie-
he Abschnitt 1.7.0.1). Als weitere Einschrankung war die Verfeinerung sr in MIS stets
umfangreicher als das Verfeinerte. Insbesondere durfte die Anzahl der Literale bei der
Verfeinerung nicht sinken. Was zunéchst einleuchtend aussieht, fithrt leider zu einem Pro-
blem, das Patrick van der Laag und Shan-Hwei Nienhuys-Cheng entdeckten [van der Laag,
1995][Nienhuys-Cheng et al., 1993]. Wenn wir bei der Verfeinerung nur reduzierte Formeln
zulassen und keine kleiner wird als ihr Vorgénger, gibt es zwischen einigen reduzierten
Formeln keine Verfeinerungsbeziehung, obwohl die eine Formel die andere subsumiert. Um
wirklich alle Formeln erreichen zu kénnen, miissen entweder auch nicht-reduzierte Formeln
in dem Verfeinerungsgraphen als Knoten vorkommen diirfen. Oder der Verfeinerungsope-
rator darf eine Formel verkiirzen. Zwei Beispiele zeigen das Problem.
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Seien P und @) zwei reduzierte Formeln, wobei P allgemeiner ist als ().

P Apla, W), p(X, ), p(c,Y), p(Z, d) }

@ : {p(a;b), ple; b), ple, d), pa, d)}

Es gibt einen Pfad zwischen P und (@), aber er enthélt nicht reduzierte Formeln.
Py {p(a, b),p(X, b),p(c, Y),p(Z, d)}

Py {p(a, b),p(c, b),p(c, Y),p(Z, d)}

Ps: {p(a, b),p(c, b),p(c, d),p(Z, d)}

@ : {p(a;b), ple; b), ple, d), pa, d)}

Alle Substitutionen, die notwendig sind, um mit sr schrittweise von P nach ) zu
kommen, fithren iiber nicht-reduzierte Klauseln. Eine nicht-reduzierte Klausel #-subsumiert
einen Teil von sich selbst. So ist z.B. die reduzierte Fassung von P,

Pl A{pla,b),p(e,Y), p(Z, d)}

Das Literal p(X,b) ist redundant unter der #-Subsumtion (siehe Abschnitt 1.7), weil
PO C P\ {p(X,b)} mit & = {X/a}. Diese kiirzere Fassung darf laut Shapiro nicht
eingefithrt werden. Tatsachlich ist am FEnde () nicht kiirzer als P. Ohnehin ist eine Spezia-
lisierung manchmal kiirzer:

{p(X,Y),p(Y, X)} subsumiert {p(X, X)}

In diesem speziellen Falle hatte Shapiro die Gleichheit als zusétzliches Literal an-
gehéngt:

{p(X,Y),p(Y,X),Y = X}

Das Problem hangt nicht nur mit der Lange von Klauseln zusammen, wie das néchste
Beispiel zeigt, bei dem auf dem Weg zwischen einer kurzen, allgemeineren Klausel und
ihrer léngeren Spezialisierung eine nicht-reduzierte Klausel liegt.

P {p(X), _'Q(Xv a)}

Q: {p(X), _'Q(Xv a)v _'Q(Yv Z)v _'Q(Zv Y)}

Nun ist einer der Zwischenschritte bei der Verfeinerung mit sr eine nicht-
reduzierte Klausel, namlich R.

R: {p(X), _'Q(Xv a)v _'Q(Yv Z)}

Mit @ = {Y/X,Z/a} fallen die beiden letzten Literale zusammen und Rf C
R\ q(Y,7), d.h.: R ist nicht-reduziert.

Das Beispiel ist gerade so konstruiert, dass die beiden letzten Literale in ()
gemeinsam unmoglich machen, eines davon zu streichen.

Die Beispiele zeigen, dass der Verfeinerungsoperator von Ehud Shapiro unvollstandig
ist, weil er den Klauselgraph auf reduzierte und immer umfangreicher werdende Klauseln
einschrankt. Andererseits sind seine Motive fiir die Einschrénkung ja tiberaus einleuchtend
— irgendwie muss die Verfeinerung eingeschriankt werden, um handhabbar zu sein. Wir
miissen also aus den Gegenbeispielen zu sr lernen, wie die Verfeinerung zu verbessern ist.
Dazu verwenden van der Laag und Nienhuys-Cheng zwei Hilfsmittel: eq(P) und die Idee
des generellsten Literals.

Definition 1.8.1 (eq(P)) Die Funktion eq(P) liefere alle zu P dquivalenten und héch-
stens um k Literale erweiterten Klauseln.
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Das generellste Literal hilft bei der Auswahl, welches Literal zu der Klausel bei der
Spezialisierung hinzugefiigt werden soll.

Definition 1.8.2 (Generellstes Literal bezgl. einer reduzierten Klausel) Fir ei-
ne reduzierte Klausel C' heif§t ein Literal L das generellste Literal beziiglich C', wenn C'U{L}
reduziert ist und fir jedes andere Literal M, das echt genereller ist als L beziiglich C', ist
C U{M} nicht reduziert.

Es geht bei dieser Definition um die sinnvolle Erweiterung einer Klausel bei der Spe-
zialisierung. Die erweiterte Klausel soll im Raum der reduzierten Klauseln gerade “einen
Schritt” unter der Ausgangsklausel liegen.

Ein Beispiel:

Sei C : ¢(X) < p(X,Y). Wenn wir jetzt erweitern zu C” : ¢(X) < p(X,Y), p(U, X),
so gibt es kein # das die beiden Literale im Klauselkoérper zusammenfallen l4sst.
Allerdings ist die Generalisierung von p(U, X) beziiglich C' zu p(U, V') nicht
mehr durch eine gemeinsame Variable mit dem Rest der Klausel beschrankt
und C": q(X) « p(X,Y),p(U, V) kann mit § = {U/ X, V/Y } reduziert werden.
Das Literal L : p(U, X) ist also ein generellstes Literal beziiglich C', wiahrend
das Literal M : p(U, V) zu allgemein ist.

Nun haben wir oben gesehen, dass die Beschrinkung auf den Raum der reduzierten
Klauseln die Spezialisierung unvollsténdig macht. Deshalb beziehen van der Laag und
Nienhuys-Cheng die aquivalenten, nicht-reduzierten Klauseln der Lange m mit ein. Diese
aquivalenten Klauseln werden durch die inverse Reduktion gefunden. Es ist einigermaflen
einfach, eine Reduktion riickgdngig zu machen: an die reduzierte Klausel ¢/ muss minde-
stens ein Literal L angehéngt werden mit einem Pradikatensymbol und Vorzeichen, das in
C' vorkommt. Die Argumente in L miissen teilweise disjunkt von den in C' vorkommenden
Variablen sein, damit sie bei der Reduktion via # mit einer in ' vorkommenden Variable
ersetzt werden konnen. Dann kénnen wir Varianten aufler acht lassen und kommen zu al-
len moglichen §-Substitutionen. Das einzige Problem bei der inversen Reduktion ist, dass
wir beliebig viele Literale fiir jedes Literal in ' anhdngen kénnten. Deshalb wird fiir die
aquivalenten nicht-reduzierten Klauseln eine Langenbeschriankung eingefiihrt. Es diirfen
nur k zusétzliche Literale angehédngt werden.

Ein Beispiel:

C:{p(X,; X))}, k=1
cq(C) = {{pXX), pY ), {p(X, X), p(V, X)), {p(XX), p(V, 2, {p (X, X), p(V, Y}

Hier wurden Y und 7 als die nicht in ' vorkommenden Variablen gew&hlt
— jeder andere Bezeichner stellt nur eine Variante dar. Mit § = {Y/X} bzw.
0 ={Y/X,7Z/X} wird jede Klausel in eq(C') wieder reduziert.

Der neue Verfeinerungsoperator sr, unterscheidet sich jetzt von dem unvollsténdigen
prinzipiell nur darin, dass auch auf die Klauseln in eq(C') die Substitutionen des Verfei-
nerungsoperators angewandt werden. Der besseren Lesbarkeit halber ist die Substitution
der Variablen in einem Atom aufgeteilt in die Substitution durch andere Variablen und
durch Funktionen (einschliefilich Konstanten). Die Bedingung, dass P die Spezialisierung
() #—subsumiert war in sr implizit.
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Definition 1.8.3 (Schrittweise Verfeinerungsrelation sr.(P,Q)) Fir zwei Klauseln
in der Sprache L gilt die Verfeinerungsrelation sr-(P,Q) gdw.

1. P 0—subsumiert echt ) und es gibt Klauseln P' € eq(P) und Q" € eq(Q), so dass
Q' = PO, wobei 0 = {X/Y}, und sowohl X als auch Y kommen in P’ vor; oder

2. P O—subsumiert echt Q) und es gibt Klauseln P' € eq(P) und Q' € eq(Q), so dass
Q' = PO, wobei 8 = {X/f(Y1,....Yo} und X kommt in P' vor und die Y; sind

verschiedene, nicht in P' vorkommende Variablen; oder

3. Q = PU{M}, wobei M das generellste Literal beziiglich P ist, das beziiglich Prddi-

katensymbol oder Vorzeichen von jedem Literal in P verschieden ist.

Ein Beweis fiir die Vollsténdigkeit von sr, findet sich in [van der Laag, 1995]. Der dritte
Fall erlaubt nur endlich viele generellste Literale, die angehdngt werden kénnen. Der erste
und zweite Fall wendet Substitutionen auch auf die nicht-reduzierten Klauseln an, um die
Verfeinerungsrelation zwischen ihren reduzierten Aquivalenten herzustellen. Wir kénnen
uns nun an den obigen Gegenbeispielen gegen sr klar machen, dass sr; nicht an ihnen
scheitert.

P Apla, W), p(X, b), p(e, Y), p(Z, d) }

Q : {pla,b),p(c,b), p(e, d), pla, d)}

Im ersten Schritt wenden wir den zweiten Fall an, wobei

Pl Ap(a, b),p(X,0),p(c,Y),p(Z,d)}, 0 = {W/b} und

Py {p(a, b),p(c, Y),p(Z, d)}

Tatsdchlich #-subsumiert P echt Py, d.h. mit § = {W/b, X/a} gilt PO C Py,
wobei P und P; nicht dquivalent sind. Setzen wir P’ = P und nehmen P €
eq(Py), dann sehen wir, dass P = P'6 mit § = {W/b}, wobei W in P’ vorkommt
und die nullstellige Funktion b natiirlich keine Variable aus P’ enthélt (siehe
Fall 2). Wir stellen aulerdem fest, dass P; auf dem richtigen Pfad liegt, denn
es f-subsumiert @), d.h. z.B. mit § = {Y/b, Z/a} ¢ilt P10 C Q.

Im néchsten Schritt wenden wir den zweiten Fall auf P] an und erhalten mit
0={X/c}:

Py {pla,b),p(c,b),p(c,Y),p(Z,d)}, wobei Py € eq(Pz).

Py {p(a, b),p(c, Y),p(Z, d)}

Py subsumiert P, und Py = P/, wobei X in P vorkommt und ¢ nicht.

Es ergibt sich dieselbe Kette wie oben und alle reduzierten Klauseln liegen auf
dem Pfad von P nach (). Sie werden aber gefunden iiber ihre nicht-reduzierten
Aquivalente.

Auch das zweite Gegenbeispiel gegen sr wird von sr, korrekt in eine Verfeinerungsre-
lation gestellt.
P {p(X), _'Q(Xv a)}
Q: {p(X), _'Q(Xv a)v _'Q(Yv Z)v _'Q(Zv Y)}
Wir beginnen mit P’ € eq(P):
P {p(X), _'Q(Xv a)v _'Q(Yv Z)v _'Q(Uv V)}
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P’ ist f-aquivalent zu P. Nun wenden wir auf P’ den ersten Fall von sr; an
und erhalten mit der Substitution von U durch Z:
Py A{p(X), ~q(X, a), ~q(Y, Z),~q(Z,V)

Hierauf wenden wir noch einmal den ersten Fall an mit § = {V/Y} und sind

dann richtig bei ) angekommen.
Obwohl die Pfade im Verfeinerungsgraphen stets endlich sind, ist der Graph breiter ge-
worden: es miissen viel mehr Alternativen (namlich alle dquivalenten Klauseln) untersucht
werden. Setzen wir k zu klein, so ist die Vollstandigkeit nicht gewdhrleistet (z.B. bei k= 1
im vorangegangenen Beispiel). Insofern ist sr. weniger von praktischem Wert als vielmehr
erhellend fiir die Schwierigkeiten der Spezialisierung in Pradikatenlogik.

1.8.2 Minimale Spezialisierung

Wir haben eben die Spezialisierung einer Klausel betrachtet. Wie aber sieht es aus, wenn
wir eine Menge von Klauseln spezialisieren wollen? Dazu muss man erst einmal diejenigen
Klauseln in der Theorie finden, die Anlass zu einer Spezialisierung geben. Es gilt also die
Klauseln zu finden, die daran schuld sind, dass ein negatives Beispiel abgedeckt wird. An-
ders ausgedriickt: es gilt, die Klauseln zu finden, die fiir einen Widerspruch verantwortlich
sind. Diese Umformulierung zeigt, warum der Spezialisierungsschritt, der im maschinellen
Lernen vorgenommen wird, um negative Beispiele auszuschliessen, so bedeutsam fiir viele
Anwendungen ist. Es ist derselbe Schritt, der vorgenommen werden muss, wenn eine Wis-
sensbasis inkonsistent geworden ist. Und das werden Wissensbasen im Laufe ihrer Verwen-
dung immer: sei es, dass sich die Welt verédndert, sei es, dass sich das Wissen iiber die Welt
verandert! Es ist also gar nicht verwunderlich, dass es eine Fiille von Untersuchungen zum
Thema der Wissensveranderung (Stichwort: theory of change) gibt — knowledge in flux, wie
Peter Gardenfors sein wichtiges Buch nannte. Damit der Zusammenhang zwischen maschi-
nellem Lernen und dem Bereich des nicht-monotonen Schlielens deutlich wird, fassen wir
die Schwierigkeiten der Wissensverdnderung und die Beitrédge dazu aus dem maschinellen
Lernen hier zusammen.

Definition 1.8.4 (Basis und Hiille einer Theorie) Fine Theorie, in Prddikatenlogik
dargestellt, besteht aus dem, was tatsdchlich aufgeschrieben ist, der Basis B, und dem, was
aus der Basis folgt, der inferentiellen Hiille Cn(B).

Definition 1.8.5 (Abgeschlossenheit einer Theorie) Fine Theorie ist abgeschlossen,
wenn Cn(B) = B.
Ein Beispiel:
B {p(a),
q(X) < p(X)}
Wenn die Signatur nur a, b, p, ¢ bereithilt, dann ist
Cn(B) : {p(a), ¢(X) < p(X).p(a) V p(b), p(a) V —p(b), .. .}.
Das Problem der Revision besteht darin, unerwiinschte Fakten (die hier ruhig allquan-
tifizierte Variablen enthalten diirfen) auszuschlieBen:
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Definition 1.8.6 (Revision) Sei das folgende gegeben:
o cine Theorie B

o cine Menge von Fakten F'={f,... f.}

Ziel ist es, eine revidierte Theorie B~ I zu finden, so dass Cn(B ~ F)N F = (.

Mit der einleuchtenden Annahme, dass eine gute Revision so viel unangetastet lésst,
wie es beim Ausschluss der unerwiinschten Fakten moglich ist, kommt man zu der mazimal
generellen und korrekten Spezialisierung als Ziel der Revision [Muggleton und Bain, 1992].
Definition 1.8.7 (Maximal generelle korrekte Spezialisierung) Fine Theorie B’
ist eine maximal generelle korrekte Spezialisierung von B beziiglich F', wenn

e Un(B) D Cn(B),

o ['d Cn(B),

e fir alle anderen B" gilt: wenn Cn(B) 2 Cn(B") 2 Cn(B'), dann F € Cn(B").

Wenn eine Theorie also genereller ist als die maximal generelle, dann leitet sie /" ab. Nun
gibt es im Bereich des nicht-monotonen Schlieflens eine Reihe von Erkenntnissen iiber das
Verhalten von abgeschlossenen Theorien. Die Postulate von Peter Girdenfors [Gérdenfors,
1988] beschreiben eine Klasse von Revisionsoperatoren, iiber die man einiges weif.
Gérdenfors Postulate: Die Spezialisierung bei abgeschlossenen Theorien soll den fol-

genden Postulaten gehorchen.

1. B — f sei eine abgeschlossene Theorie.
B ~ f C B (Inklusion)
Wenn f ¢ B,dann B ~ f =B
Wenn f & Cn((), dann f & B ~ f (Erfolg)
Wenn Cn(f) = Cn(g), dann B ~ f = B —~ g (Erhalt)
6. BC Cn(B ~ fUu{f}) (Wiederherstellung)
Nun hat Bernhard Nebel festgestellt, dass alle Revisionsoperatoren, die den Gérdenfors-

A T

Postulaten gehorchen, mithilfe der maximalen korrekten Teilmengen einer abgeschlossenen
Theorie definiert werden konnen [Nebel, 1989]. Diese Teilmengen sind die moglichen Spe-
zialisierungen, wenn f ausgeschlossen werden soll. Es ist so eine Art Versionenraum fiir
die Revision. Man spricht von diesen alternativen Moglichkeiten als B ohne f, geschrieben
Blf.

Definition 1.8.8 (Mdgliche Spezialisierungen B | f, um f auszuschlieflen) Sei B
eine Theorie, f ein auszuschlieffendes Fakt, dann ist

Bl f:={B'CB| f¢€Cn(B") und fiir alle B" gilt: wenn B'CB"CB, dann f € Cn(B")}
Fiir das Beispiel oben ist, wenn wir f = g(a) entfernen wollen, B | f:

s
BLale) = (005 Cox)pa v ol ]

Nun kénnen wir alle den Géardenfors-Postulaten gehorchenden Revisionsoperatoren ein-
heitlich darstellen, wobei sie jeweils unterschiedliche Auswahlen aus den maximalen Teil-
mengen treffen mogen.
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Satz 1.8.1 (Revisionsoperation [Alchourron et al., 1985]) — ist eine Revisionsope-
ration, die die Gdrdenfors-Postulate befolgt, gdw. es eine Selektionsfunktion v gibt, die iber
den maximalen Teilmengen B | f arbeitet, d.h. v(B | f) C Bl f, so dass

Bﬁf:{ Q’Y(Bif) wennf%(]n(@)}

ansonsten.

Das Ergebnis der Revision ist also die Schnittmenge der von v ausgewahlten maximalen
Teilmengen.

Definition 1.8.9 (Maxi-choice contraction) Wenn~y nur eine Menge auswdhlt, so han-
delt es sich um eine maxi-choice contraction.

Diese Revisionsoperation entspricht ganz genau der Spezialisierungsoperation von Ste-
phen Muggleton,'? die eine maximal generelle korrekte Spezialisierung liefert. Das ist des-
halb schade, weil gerade iiber die maxi-choice contraction Unangenehmes bekannt ist:

o Sie liefert eine abgeschlossene Theorie zuriick. Damit ist sie fiir praktische Anwen-

dungen nicht mehr relevant, denn nur bei Spielbeispielen im Skript kann man fiir
eine abgeschlossene Theorie eine geeignete Basis finden (d.h. eine Axiomatisierung).

o Wenn wir mit abgeschlossenen Theorien arbeiten, wissen wir nicht mehr, was mal als
Basis explizit angegeben war und was abgeleitet wurde. In unserem Beispiel kénnten
wir also, wenn wir p(a) ungiiltig machen sollen, das abgeleitete ¢(a) behalten. Wollen
wir das?

o Als Besserwisser-Effekt wird bezeichnet, dass bei einer abgeschlossenen Theorie fiir
jedes Fakt entweder das Fakt oder seine Negation gilt: fiir jede Aussage ¢ gilt entwe-
der g € Cn(B —~ fU~f)oder ng € Cn(B —~ fU=f). Wir wollten eigentlich nur f
negieren und haben wundersamerweise neues Wissen tiber ¢ in unserem Revisionser-
gebnis.
Wenn wir die Spezialisierung in einem Lernverfahren anwenden wollen, das negative Bei-
spiele ausschlieft, oder wenn wir sie einsetzen wollen, um eine Wissensbasis auf dem ak-
tuellen Stand zu halten, dann miissen wir die Basis revidieren und die Spezialisierung so
gestalten, dass sie die Basis moglichst wenig verandert. Natiirlich miissen wir auch die
Implikationen bedenken, aber nur in Bezug auf das vom Benutzer oder den bisherigen
Lernschritten des Systems gegebene Wissen. Stefan Wrobel (a.a.O.) ersetzt deshalb das
erste Gardenfors-Postulat:
l. B~ fCBU{¢ |dg € Bsodass g > ¢} (minimaler syntaktischer Abstand)
und setzt fiir B in den Géardenfors-Postulaten, wo es noch nicht angegeben ist, Cn(B).
Es geht nun darum, einen Revisionsoperator zu konstruieren, der die minimale Ba-
sisrevision vornimmt. Fiir diesen Operator brauchen wir die Buchfithrung, welche Fakten
aus welchen Regeln oder Fakten der Basis abgeleitet werden. Dann kann bestimmt wer-
den, welche Regeln und Fakten der Basis an den auszuschlieBenden Fakten “beteiligt”
waren (Anwendungsmenge). Um die Wiederherstellbarkeit zu gewahrleisten, muss ausser-
dem noch etwas hinzugefiigt werden, das uns wieder f ableitet, wenn es denn doch in

2Der kurze Beweis in [Wrobel, 1993] zeigt, dass fiir eine nicht unbedingt abgeschlossene Theorie die
maximal generelle Spezialisierung genau dem Ergebnis aller méglichen maxi-choice contractions von Cn(B)
entspricht.
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Ordnung war (Additionsmenge). Das Verfahren von Stefan Wrobel [Wrobel, 1993; Wrobel,
1994] schrénkt die Anwendbarkeit einer an der Ableitung von f beteiligten Regel so ein,
dass f eben nicht mehr abgeleitet wird. Es fiigt eine Regel ein, die mit f als Pramisse das
wiederherstellt, was fiir den Ausschluss von f geléscht wurde. Da der gesamte Beweishaum
fiir f beriicksichtigt wird und nicht nur der letzte Resolutionsschritt, kann tatséchlich eine
minimale Spezialisierung erreicht werden. Dies Verfahren ist einsetzbar fiir inkrementelles
Lernen (engl. online-learning) ebenso wie fiir die Wartung von Wissensbasen.

1.9 Lernbarkeit in induktiver logischer Programmie-
rung

Wir haben im vorangegangenen Abschnitt 1.7 gesehen, dass auf der Grundlage der Préadi-
katenlogik das Lernen relationaler Begriffe formalisiert werden kann. Die Frage ist nun,
ob diese Formalisierung nur eine theoretische Spielerei ist, oder ob damit auch effizien-
te Verfahren entwickelt werden konnen. Die ersten Ergebnisse zur Komplexitit [Plotkin,
1971] waren wenig ermutigend: im allgemeinen Fall ist in der Préidikatenlogik erster Stufe
nicht entscheidbar, ob die speziellste mit Hintergrundwissen und Beispielen konsistente und
gemaf einer Interessantheitsordnung minimale Generalisierung gefunden wird. Inzwischen
ist dieser Satz reformuliert worden: die Pradikatenlogik muss eingeschrankt werden, damit
eine speziellste Generalisierung von Beispielen (oder eine zu den Beispielen passende gene-
rellste Spezialisierung) effizient gefunden werden kann. Um das Lernproblem handhabbar
zu machen, werden Beschrdnkungen der Pradikatenlogik fiir die Reprisentation der Bei-
spiele (Lg), die des Hintergrundwissens (L) und die der Hypothesen (Ly) eingefiihrt.
Zum einen gibt es die Beschrankungen von Hornklauseln.

Definition 1.9.1 (Generative Klausel) Fine Klausel ist generativ, wenn jede Variable
aus dem Klauselkopf auch im Klauselkérper vorkommt. In der Literatur zu deduktiven
Datenbanken heissen diese Klauseln bereichsbeschrédnkt.

Definition 1.9.2 (Deterministische Klausel) Fine Klausel ist beziiglich B determini-
stisch, wenn fiir jedes Literal im Klauselkorper die bereits durch Konstante substituierten
Variablen und das Hintergrundwissen eine eindeutige Substitution fir die restlichen Varia-
blen des Literals festlegen. (ibt es mehr als eine Substitution, so ist die Klausel indeter-
ministisch.

Definition 1.9.3 (Beschrinkte Klausel) Fine Klausel ist beschrinkt (constrained),
wenn jede Variable aus dem Klauselkorper auch im Klauselkopf vorkommt.

Solche Beschriankungen erlauben die effiziente Lernbarkeit. Wenn Lp auf eine feste
héchste Stelligkeit der Prédikate eingeschréankt wird und Ly aus generativen Klauseln
besteht, so kénnen alle Ableitungen in einer Zeit polynomiell zur Anzahl der Klauseln in
B durchgefiithrt werden. Dies bedeutet allerdings noch nicht, dass sie auch polynomiell
lernbar sind. Die kombinatorische Explosion des 1gg kann an folgendem Beispiel deutlich
gemacht werden.

Et = {{+(e1), —teil(er,a),—klein(a),-rot(a),
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), gross(b), ~blau(b)}
{+(e2), ~teil eg,c),—'klein(c) —blau(c),
€2,d),mgross(d), —~rot(d)}}
E, Xy), ~klein(Xy),
E, X3), —rot(Xz),
,mgross(Xs),
, mblau(Xy)}

lgg(E*) = {+(E), el

)
ﬁtezl(E, X4)
Die zwei Objekte, die in den n Beispielen vorkommen, kénnen ja auf 2" Arten aufeinander
abgebildet werden. Jede Abbildung liefert eine neue existentielle Variable. FEs geht also
darum, die Anzahl der existentiellen Variablen zu beschranken.

Satz 1.9.1 Wenn beschrinkte Klauseln als Ly gewdhlt werden, so ist das Lernproblem
wahrscheinlich annéhernd korrekt 16sbar [Jr. und Frisch, 1992].

Diese Aussage verkniipft das logik-basierte Lernen mit der Theorie des wahrscheinlich
annahernd korrekten Lernens (PAC-Lernen, sieche Abschnitt 1.6).

Satz 1.9.2 Der Aufwand bei deterministischen Klauseln ist exponentiell in der Stelligkeit
der Prddikate und der deterministischen Tiefe von Termen. Damit sind sie nicht PAC-
lernbar.

Solche Beschrankungen erlauben die effiziente Lernbarkeit. Wenn Lp auf eine feste hochste
Stelligkeit der Pradikate eingeschriankt wird und Ly aus generativen Klauseln besteht,
so kénnen alle Ableitungen in einer Zeit polynomiell zur Anzahl der Klauseln in B durch-
gefithrt werden. Wenn beschrénkte Klauseln als Ly gewéhlt werden, so ist das Lernproblem
wahrscheinlich annihernd korrekt l6sbar [Jr. und Frisch, 1992]. Diese Aussage verkniipft
das logik-basierte Lernen mit der Theorie des wahrscheinlich annédhernd korrekten Ler-
nens (PAC-Lernen, siehe 1.6). Der Aufwand bei deterministischen Klauseln wachst mit
der Stelligkeit der Pradikate und der deterministischen Tiefe von Termen. Nimmt man ein
konstantes ¢ fiir die maximale deterministische Tiefe und ein konstantes j fiir die maxi-
male Stelligkeit der Pradikate, erhdlt man ij-deterministische Klauseln. Was ist nun die
deterministische Tiefe eines Terms?

Definition 1.9.4 (Deterministische Tiefe eines Terms) Betrachten — wir  hierzu
zundcht die deterministische Verbundenheit von Termen mit dem Klauselkopf.

Ein Term aus dem Klauselkopf K ist mit einer Kette der Léinge 0 deterministisch ver-
bunden.

Fir den Klauselkérper nehmen wir an, dass die Literale nach ihrer Verbundenheit mit dem
Klauselkopf geordnet sind: {=Ly,...,= L, =~ Lyi1,...,2L,}. Ein Term t aus L1 ist
genau dann durch eine deterministische Kette der Linge d + 1 verbunden, wenn

o alle Terme im Klauselkopf und in {—Lq,....,—L,,} verbunden sind durch deter-
ministische Ketten, die hochstens d lang sind, und

o es fur jede Substitution 8, die K mit einem Beispiel und die ersten Literale mit
dem Hintergrundwissen unifiziert — also K6 € E* und {{L1},....{L,}}0 C B
— genau eine eindeutige Substitution o gibt, so dass L, 100 € B.
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Die deterministische Tiefe eines Terms ist die minimale Linge der deterministischen ver-
bindenden Ketten.

Nimmt man ein konstantes ¢ fiir die maximale deterministische Tiefe und ein kon-
stantes j fiir die maximale Stelligkeit der Pradikate, erhdlt man ij-deterministische Klau-
seln. Und diese sind polynomiell lernbar. Beschréankte Klauseln sind ein Spezialfall von
ij-deterministischen Klauseln (i = 0).

Definition 1.9.5 (ij-deterministische Klausel) Fine Klausel ist ij-deterministisch,
wenn Sie

o deterministisch ist und
o beziiglich B die maximale (deterministische) Tiefe ihrer Terme i ist,
o die maximale Stelligkeit ihrer Prddikate j ist.

Satz 1.9.3 (Lernbarkeit von ij-deterministische Klauseln) ij-deterministische

Klauseln kénnen in polynomieller Zeit gelernt werden, wenn Lg variablenfreie Fakten und
L variablenfreie Klauseln sind [Muggleton und Feng, 1992].

Im schlimmsten Falle enthilt das Lernergebnis (Crt)” Literale, wobei €' die Anzahl
der Préadikate im Hintergrundwissen B, r die hochste Stelligkeit eines Pradikats in B und
t die Anzahl von Selektionen im lgg( %) ist. Das System GOLEM nimmt feste 7 und j als
Parameter und ist dann polynomiell in der Grofle von Hintergrundwissen und Beispielen
beschrankt. Die Verbindung zum wahrscheinlich annéhernd korrekten Lernen haben Saso
Dzeroski, Stephen Muggleton und Stuart Russell hergestellt.

Satz 1.9.4 (PAC-Lernbarkeit von ij-deterministische Klauseln) Fir einfache
Verteilungen der positiven und negativen Beispiele sind k funktionsfreie, nicht rekursive
ij-deterministische Klauseln wahrscheinlich annédhernd korrekt lernbar [Dzeroski et al.,

1992).

Ly ist dann eigentlich nicht ausdrucksstarker als Aussagenlogik. Aber in vielen Féllen
ist die Repréasentation dann leichter verstandlich.

Eine weitere Beschrénkung von Hornklauseln sind k-lokale Klauseln. Sie miissen aber
noch weiter differenziert werden, um die Grenze der Lernbarkeit festzulegen.

Definition 1.9.6 (k-lokale Hornklauseln) Sei D eine Hornklausel

D : Dy + Dpgr, Dnvonper und vars eine Funktion, die die Menge der Variablen ei-
ner Klausel berechnet. LOC; C Dyonppr ist ein lokaler Teil von D genau dann, wenn
(vars(LOC;)\vars({ Do, Dpgr}))Nwars(Dnonper\LOC;) = 0 und es kein LOC; C LOC;
gibt, welches auch ein lokaler Teil von D ist. Kin lokaler Teil LOC; st fiir eine Konstante
k:

k-vlokaler Teil gdw. k >| (vars(LOC) \ vars({Dy, Dpgr}) |,

k-llokaler Teil gdw. k >| LOC |.

FEine Hornklausel D heisst k-1lokal bzw. k-vlokal genau dann, wenn jeder lokale Teil von D
ein k-llokaler bzw. k-vliokaler Teil ist.

Es sind gerade die k-llokalen Klauseln, die polynomiell lernbar sind. Die k-vlokalen
Klauseln sind es nicht.
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Eine andere Klasse von Formalismen, die die Pradikatenlogik einschranken, sind die
terminologischen Logiken oder KL-ONE-Sprachen. Fiir das Lernen von terminologischen
Logiken wurde das Verfahren KLUSTER entwickelt, das in polynomieller Zeit aus einer
Menge von variablen- und funktionsfreien Fakten Begriffe lernt, die keine eingebetteten
Terme enthalten, also tiefenbeschrinkt sind [Kietz und Morik, 1994]. William Cohen und
Haym Hirsh zeigten, dass terminologische Logiken wahrscheinlich anndhernd korrekt lern-
bar sind, wenn man den SAME-AS-Operator einschriankt [Cohen und Hirsh, 1992]. Leonard
Pitt und Michael Frazer untersuchten die Lernbarkeit der terminologischen Logik CLAS-
SIC, wenn Fragen nach der Klassifikation eines Objekts als Instanz eines Begriffs und
Fragen nach der Aquivalenz zweier Begriffe von einem Orakel korrekt beantwortet werden
[Frazier und Pitt, 1994].

Den positiven Ergebnissen stehen negative gegeniiber. Jorg-Uwe Kietz zeigte, dass die
Komplexitat des Lernproblems bereits bei nicht tiefenbeschriankten maximal 2-stelligen de-
terministischen Hornklauseln — d.h. L g enthélt n2-deterministische Klauseln — in PSPACE
liegt [Kietz, 1993]. Bei indeterministischen Klauseln niitzt selbst die Beschrinkung der
Tiefe auf 1 und die der Stelligkeit auf 2 nichts: das Problem der Erfillbarkeit einer For-
melmenge (SAT) kann als Lernen von 12-indeterministischen Klauseln formuliert werden.
Damit ist das Lernen von 12-indeterministischen Klauseln NP-schwierig [Kietz, 1993]. 12-
indeterministische Klauseln sind nicht wahrscheinlich anndhernd korrekt lernbar, es sei
denn RP=NP. Diese negativen Resultate werden dazu verwendet, den "schlimmen Fall”,
der dem Beweis zugrunde liegt, abzufangen. Im besten Falle ist der Beweis so geartet, dass
der "schlimme Fall” von einem Verfahren erkannt werden kann. Es gibt dann dem Benutzer
eine Meldung aus, dass er — mit gedriickten Daumen — den Lernlauf starten mag. Wenn die
Lernaufgabe aber als eine polynomiell 16sbare vom Verfahren erkannt wurde, 16st es diese
auch effizient. Auf diese Weise wurde anhand eines Beweises zur Lernbarkeit das bisher
schnellste Verfahren zur Subsumtion entwickelt [Kietz und Liibbe, 1994].

1.10 Assoziationsregeln

Der folgende Abschnitt behandelt eine der im Data Mining zurzeit popularsten Analyse-
aufgaben, ndmlich das Entdecken von Assoziationsregeln in Datenbanken [Agrawal et al.,
1996]. Im Gegensatz zu den in den vorangegangenen Abschnitten behandelten Lernaufga-
ben ist diese Lernaufgabe keine Spezialisierung des Funktionslernens aus Beispielen. Wir
kénnen dies leicht anhand der vielleicht bekanntesten Anwendung von Assoziationsregel-
verfahren, der sogenannten Warenkorbanalyse, erlautern. In den meisten Supermérkten
werden zur Beschleunigung des Kassiervorganges und Erleichterung der Bestandsplanung
heute Scannerkassen eingesetzt. Ein solches Kassensystem erfasst die auf jeder Verpackung
in Form eines Strichkodes aufgedruckte europdische Artikelnummer (EAN), welche jeden
Artikel eindeutig identifiziert. Bereits in einem mittleren Supermarkt sind Zehntausende
derart unterschiedener Artikel im Angebot, denn es werden nicht nur Hersteller und Pro-
dukt, sondern auch unterschiedliche Packungstypen und -gréflen unterschieden. Anhand
der erkannten Artikelnummer kann so zum einen mit Hilfe der im Kassenrechner gespei-
cherten Preistabelle automatisch der Kassenzettel erstellt werden, zum anderen kann in
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einer Datenbank abgelegt werden, aus welchen Artikeln der jeweilige Einkauf (auch Trans-
aktion genannt) bestanden hat. Es entstehen so sehr schnell recht grofie Datenbanken, in
denen sich das Kaufverhalten der Kunden widerspiegelt und die darum zur Optimierung
der Geschiftsprozesse analysiert werden sollten.

Eine wichtige Frage bei solchen Analysen ist, welche Artikel unter welchen Bedingungen
bei einer Transaktion gemeinsam gekauft werden. Interessant kénnte also beispielsweise
folgende Aussage sein:

Falls in einem Einkauf Bier und Pizza zusammen gekauft werden, so ist es

wahrscheinlich, dass auch Kartoffelchips gekauft werden.
Solche Assoziationsregeln kénnen in einem Supermarkt beispielsweise zur Planung der Wa-
renanordnung genutzt werden, so dass also beispielsweise Kartoffelchips in die Nahe von
Bier und Pizza platziert werden. Weitere Anwendungen ergeben sich im Versand- und
Internethandel. Stellt man beispielsweise fest

Kunden, die einen Farbdrucker und Bildbearbeitungssoftware bestellen, bestel-

len wahrscheinlich auch einen Scanner.
so bietet es sich an, denjenigen Kunden, die bisher nur einen Drucker und Bildbearbei-
tungssoftware gekauft haben, per direktem Brief oder E-Mail ein giinstiges Angebot fiir
einen Scanner zu machen.

Wollte man diese Lernaufgabe als Funktionslernen aus Beispielen auffassen, so kénnte
man versuchen, fiir jeden Artikel eine Funktion lernen zu lassen, die, gegeben eine par-
tielle Transaktion, vorhersagt, ob der betreffende Artikel ebenfalls in dieser Transaktion
vorkommen wird oder nicht. Da wir uns nicht fiir die Vorhersage eines bestimmten Artikels
interessieren, sondern fiir jede zusdtzliche Marketing-Chance, miissten also Zehntausende
von Funktionslernaufgaben gelost und ihre Frgebnisse vom Benutzer analysiert werden.
Dies verbietet sich durch den entstehenden hohen Aufwand. Aber selbst wenn wir an-
nehmen, dass wir nur an einem einzigen Artikel interessiert sind, ergibt sich ein weiteres
Problem. Es diirfte sich kaum, wie beim Funktionslernen angestrebt, fiir den gesamten
moglichen Instanzenraum aller partiellen Transaktionen verlasslich vorhersagen lassen, ob
beispielsweise Kartoffelchips in dieser Transaktionen enthalten sein werden. Dennoch kann
es sein, dass fiir einzelne Bereiche des Instanzenraums eine sinnvolle Aussage moglich ist,
z. B. fiir die Teilmenge der Transaktionen, die Bier und Pizza enthalten. Auch wenn global
also keine Vorhersage moglich ist, so sind wir doch stark an Aussagen wie der obigen inter-
essiert, welche lokal interessante Zusammenhéange beschreiben. Solche Lernaufgaben werden
deshalb auch als deskriptive Lernaufgaben bezeichnet. Da ein beschreibendes Lernverfahren
nicht zu einer Aussage iiber den gesamten Instanzenraum gezwungen ist, kann es seine Su-
che besser auf das Finden lokal interessanter Zusammenhéange ausrichten. Die Gesamtheit
der entdeckten Zusammenhénge ergibt andererseits darum aber nicht notwendigerweise ein
globales Modell.

Als eine Spezialisierung der beschreibenden Lernaufgaben kénnen wir das Entdecken
von Assoziationsregeln wie folgt prézisieren.

Definition 1.10.1 (Finden von Assoziationsregeln) Sei [ eine Menge von Objekten
(“items”) und sei T eine Menge von Transaktionen, wobei ¥t € T : t C I. Sei weiterhin
Smin € [0,1] eine benutzergegebene Minimalhdufigkeit (“minimal support”) und ¢ € [0, 1]
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c=[ag|/la ~s=[aq|/|T| a=q c=laql/la]  s=|aq|/|T|
c=labq|/|ab| s=|abq|/|T| | ab—q a—bq | c=[abq|/la] s=[abq|/|T|

Abbildung 1.11: Absteigende Suche

eine benutzergegebene Minimalkonfidenz. Bei der Lernaufgabe Finden von Assoziationsre-
geln sind, gegeben I, T, s und ¢, alle Regeln der folgenden Form zu finden:

X =Y
wober X C T undY C T und X UY =10, und es gilt:

| {teT | XUY et} . | {teT | XUY et}
s(r) = T > Smin Sowie  c(r) = el xXci| > Coin

In dieser Definition ist also durch zwei Bedingungen spezifiziert worden, wann eine
Assoziationsregel als Losung zulédssig ist. Die erste Bedingung verlangt eine gewisse Mini-
malhaufigkeit s,,;, fiir die in einer Regel vorkommenden Artikel. Wir sind also nicht an
lokalen Zusammenhéngen interessiert, die nicht mindestens in einem Anteil von s,,;, aller
Transaktionen vorkommt. Die zweite Bedingung spezifiziert, was es bedeutet, dass Arti-
kel “wahrscheinlich” zusammengekauft werden, und verlangt, dass von den Transaktionen,
die die Pramisse X beinhalten, mindestens ein Anteil ¢,,;, auch die Konklusion Y bein-
halten soll. Typische Werte sind beispielsweise s,,;, = 0,01 und c¢,,;, = 0,5. Finden wir
also in der Artikelmenge I = {Bier, Pizza, Chips, Wein, ...} mit diesen Einstellungen die
Assoziationsregel

{Bier, Pizza} — {Chips},
so heifit das, dass mindestens 1 % der Kaufer Bier, Pizza und Chips gekauft haben, und
dass mindestens 50% der Bier- und Pizza-Kaufer auch Chips mitgenommen haben.

1.10.1 Der Apriori-Algorithmus

Verfahren zur Entdeckung von Assoziationsregeln kénnen die Tatsache ausnutzen, dass der
Raum aller Assoziationsregeln geordnet werden kann, und dass sich aus dieser Ordnung
effiziente Suchstrategien ableiten lassen [Agrawal et al., 1996]. Betrachten wir dazu, was
passiert, wenn wir eine Assoziationsregel durch Hinzufiigen eines weiteren Objektes in der
Pramisse oder der Konklusion verlangern (Abbildung 1.11).

Betrachten wir zunéchst in der linken Hélfte der Abbildung, wie sich Haufigkeit und
Konfidenz bei Erweiterung der Pramisse verdndern. Wie dargestellt, kann die Haufigkeit
bei dieser Verfeinerung nur abnehmen, wahrend die Konfidenz sowohl steigen als auch sin-
ken kann, je nachdem, wie sich der hinzugefiigte Artikel b auf die Transaktionen mit a
und q verteilt. Bei Verlangerung der Konklusion kénnen wir im rechten Teil der Abbil-
dung feststellen, dass sowohl H&ufigkeit als auch Konfidenz nur abnehmen kénnen. Dies
bedeutet, dass wir bei einer Suche von kiirzeren zu lingeren Regeln die Suche nur anhand
der Haufigkeit beschneiden kénnen: wenn eine Assoziationsregel nicht die notige Haufigkeit
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c=|abc|/|ab| s=[abc|/|T] ab ¢
. - ;
c=labc|/la]  s=|abcl/|T] a-bc

Abbildung 1.12: Regelerzeugung

erreicht, wissen wir, dass dies auch fiir alle Nachfolger nicht der Fall sein wird. Diese Nach-
folger brauchen daher nicht betrachtet zu werden. Wir kénnen in der obigen Abbildung
noch eine weitere Beobachtung machen, die fiir den Entwurf eines Assoziationsregelverfah-
rens zentral ist. Aus der Definition der Haufigkeit ergibt sich unmittelbar, dass die Ver-
teilung der Artikel auf Pramisse oder Konklusion unerheblich ist. Es kommt nur auf die
Gesamtmenge aller in der Regel enthaltenen Artikel an. Wir brauchen also die beiden in der
Abbildung dargestellten Zweige nicht zu unterscheiden, sondern kénnen zunéchst einfach
im Raum der Artikelmengen suchen, von den einelementigen Mengen zu immer groferen
Mengen. Wir merken uns all diejenigen Mengen, die die notwendige Mindesthéufigkeit er-
reichen (die sogenannten hdufigen Mengen'®) und schneiden die Suche ab, wann immer wir
eine Menge erreichen, die unterhalb der minimalen Héaufigkeit liegt.

In einer zweiten Phase miissen dann aus den haufigen Artikelmengen Assoziationsregeln
abgeleitet werden (Abbildung 1.12).

Auch dabei kénnen wir wieder die entsprechenden Ordnungseigenschaften ausnutzen.
Wie in der Abbildung dargestellt, fithrt das Bewegen eines Artikels von der Pramisse in
die Konklusion einer Regel (beide Regeln entstammen derselben Artikelmenge) dazu, dass
die Konfidenz gleich bleibt oder sinkt. Bei der Verwandlung einer Artikelmenge in Asso-
ziationsregeln kénnen wir also mit allen einelementigen Konklusionen beginnen, und dann
nach und nach weitere Elemente aus der Pramisse der Konklusion hinzufiigen. Zur rech-
nerischen Auswertung der Konfidenz fiir eine bestimmte Regel kann iibrigens die Tatsache
ausgenutzt werden, dass geméfl den Definitionen von ¢ und s: ¢(X — Y) = si()g(y))‘ Wir
kénnen also zur Berechnung der Konfidenz einfach auf die gespeicherten Haufigkeiten aller
héufigen Artikelmengen zugreifen!*.

Es ergibt sich der in Abbildung 1.13 dargestellte APRIORI-Algorithmus [Agrawal et
al., 1996], bei dem zunichst nur anzumerken ist, dass die notwendige Speicherung der
Héufigkeiten s(c) fiir alle hdufigen Mengen ¢ nicht explizit angegeben wurde.

Der Algorithmus enthélt jedoch zwei Teilprozeduren, die einer genaueren Betrachtung
bediirfen (Abbildung 1.14). Die Teilprozedur PRUNE priift die Haufigkeit der Mengen und
entfernt diejenigen, die die geforderte Minimalh&dufigkeit nicht erreichen. Soll dies auf nicht-
hauptspeicherresidenten Daten durchgefithrt werden, so ist es giinstig, statt einer Schleife,
die fiir jede Kandidatenmenge alle Transaktionen priift, eine Schleife zu verwenden, die fiir
jede Transaktion alle Kandidatenmengen priift. So miissen die externen Daten pro Ebene k
des Verfahrens nur einmal durchlaufen werden. Um dabei die in einer Transaktion enthalten
Kandidaten schnell finden zu kénnen, kénnen Hashbiume verwendet werden [Agrawal et

13Engl. large oder frequent itemsets.
Da alle Teilmengen einer hiufigen Artikelmenge ebenfalls hiufig sind, liegt s(.X) notwendigerweise
ebenfalls vor.
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proc APRIORI(/, T, S$mins Cmin)
L := HAUFIGE-MENGEN(I, T', $min)
R := REGELN(L, ¢min)
return F

proc HAUFIGE-MENGEN(/, T, $in)

Cr:=U{i} k=1,
i€l
Ly := PRUNE((C))
while L, # ()
Cit1 := ERZEUGE-KKANDIDATEN( Ly, )
Lit1 := PRUNE(Cj4q,T)
k=kFk+1

k
return |J L,

7=2

proc REGELN(L, ¢iin)
R:=10
forall [ € L, k:=|l| > 2
Hy = J{i},m:=1
i€l
loop
forall h € H,,

if ity > coin
then add /;\h — h to R
else H,, := H,,\{h}
while m <k —2
H.11 := ERZEUGE-IKKANDIDATEN( H,,)
m:=m -+ 1
return K

Abbildung 1.13: APRIORI-Algorithmus
al., 1996].

Die zweite Teilprozedur ERZEUGE-IKKANDIDATEN erzeugt aus den gefundenen k-elemen-
tigen hadufigen Mengen alle moglichen &+ 1-elementigen Kandidaten fiir die nichste Ebene.
Statt dabei einfach alle méglichen Artikel an jede bisherige hdufige Menge anzuhéngen,
reicht es aus, alle solchen Paare bisheriger haufiger Mengen zu betrachten, die genau k£ — 1
Elemente gemeinsam haben, und diese zu einem dann k + l-elementigen Kandidaten zu
vereinigen. Dies ist deshalb ausreichend, weil jede Teilmenge einer haufigen Teilmenge eben-
falls hdufig sein muss. Gibt es also fiir eine £ + 1-elementige Menge kein erzeugendes Paar
von haufigen Mengen der Grofie k, so enthélt die Menge offenbar Teilmengen der Gréfle k£,
die nicht hédufig sind, und kann daher selbst auch nicht hdufig sein. Da der Umkehrschluss
nicht gilt, wird in der Erzeugungsprozedur jede k-elementige Teilmenge eines Kandidaten



60 Kapitel 1. Maschinelles Lernen und Data Mining

proc ERZEUGE-IKANDIDATEN(Ly)
Lk+1 =10
forall [1,l; € L, so dass
L=, o tpt, ik}
lo =Hi1, oo ipm1, 1}
i}, < 1), (lexikografische Ordnung)
let [ := {il, e ,ik_l, ik, Zz}
if alle k-elementigen Teilmengen von [ sind in Ly,
then Lk-l—l = Lk-l—l U {l}
return L

proc PRUNE(Cj4y, 1)
forall c € Cy4y = s(c) :=0
forall t €T
forall ce C,e Ct: s(c):=s(c)+1
return {c € C | s(¢) > spin - |T|}

Abbildung 1.14: APRIORI-Subroutinen

noch einmal gepriift. Die Kandidatenmengen werden stets lexikografisch sortiert gehalten,
um diese Priifung effizient durchfithren zu kénnen. Die Erzeugungsprozedur kann auch bei
der Regelgenerierung verwendet werden, denn wie in Abbildung 1.12 dargestellt, gilt fiir
jede Regel mit ausreichender Konfidenz, dass jede Teilmenge ihrer Konklusion ebenfalls zu
einer Regel mit ausreichender Konfidenz gefithrt haben muss (wobei die {ibrigen Elemente
in die Pramisse bewegt werden).

Die Durchfithrung des Apriori-Algorithmus wird in Abbildung 1.15 anhand eines Bei-
spiels illustriert. In dieser Abbildung sind links die Transaktionen 7' sowie s,,;, und ¢,
angegeben. In der Mitte finden sich zeilenweise die jeweiligen Kandidatenmengen %, ih-
re Haufigkeiten s und die sich daraus ergebenen haufigen Mengen L. Auf der Basis der
haufigen Mengen wird im Kasten rechts die Regelerzeugung durchgefiithrt. Fiir jede haufige
Menge sind die Mengen der ausgewidhlten Konklusionen A,, angegeben, bei den zweiele-
mentigen Mengen ergibt sich ohnehin nur eine Ebene der Suche, bei der dreielementigen
Menge {1,2,3} ist die zweite Ebene leer, weil keine Regel der ersten Ebene eine Losung
war.

Die Performanz des beschriebenen Algorithmus hangt entscheidend von den Eigenschaf-
ten der tatsdchlich gegebenen Transaktionsmenge 7" ab. Im allgemeinen Fall kénnen von
exponentiell vielen Teilmengen der Artikelmenge [ tatsachlich alle hdufig sein, mit ent-
sprechenden Folgen fiir die Laufzeit des Verfahrens. Tatsachlich kauft aber ein Kunde von
den 100.000 Artikeln eines Supermarktes nur recht wenige, so dass auch die Gréfle der
haufigen Mengen sehr klein ist und ihre Anzahl mit wachsendem k& sehr rasch abnimmt.
Sind diese Annahmen gegeben, weist der Algorithmus eine ungefahr lineare Laufzeit in der
Grofle der Transaktionsmenge T' auf. Ebenfalls sehr wichtig fiir die Gesamtlaufzeit ist da-
bei aber natiirlich die gewahlte minimale Haufigkeit. Senkt man die erforderliche minimale
Héaufigkeit auf die Hailfte, so fithrte dies in Simulationsexperimenten zu einer Verdoppe-
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T: Ci 1 2 3 4 5 6 7 8 9
' ss 5 5 6 2 2 1 12 2
Cs 12 13 23 Rule Generation:
126 ss 4 4 4 12: Hi={1}{2}
Cs 123 c(2 - D=s(12)/s(2)=4/5=0.8
1238 s: 3 N o
S 13: Hi={1}{3}
139 C(l - 3)=S(1377$(1)=4/5=0.8
c(3 - 1)=s(13)/s(3)=4/6=0.66
239 23: Hi={2}{3}
378 c(2 - 3)=s(23)/5(2)=4/5=0.8
) Result (3 - 2)=s(23)/5(3)=4/6=0.66
5 . 123: Hi={1}{2}{3}
1.3 c(12 5 3)=s(123)/s(12)=3/4=0.75
N 23 c(13 5 2)=s(123)/s(13)=3/4=0.75
Cmi=().8 ¢(23 - 1)=s(123)/s(23)=3/4=0.75
Smir=3/8 Ho=01

Abbildung 1.15: APriori-Subroutinen

lung der Laufzeit. Die gewéhlte minimale Konfidenz ist demgegeniiber weniger wichtig,
da sie nur in der Regelgenerierungsphase benutzt wird, in der ohnehin nur die wenigen
gefundenen haufigen Artikelmengen verwendet werden.

1.10.2 Erweiterungen

Auf der Basis des hier beschriebenen Apriori-Algorithmus sind verschiedene Erweiterun-
gen entwickelt worden, die sich einerseits der Verbesserung der Laufzeit des Algorithmus
auf groflen Datenbestanden widmen, und andererseits den Algorithmus auf weitergehende
Aufgabenstellungen erweitern.

Transaktionslisten. Aufgrund der Tatsache, dass jede Transaktion nur wenige der
moglichen Artikel enthalt, nimmt die Gréfle der Mengen ) und L mit wachsendem
k sehr rasch ab. Dies bedeutet, dass es auch eine wachsende Anzahl von Transaktionen
gibt, die keine noch aktuellen Kandidatenmengen mehr enthalten, aber dennoch bei jedem
Durchlauf durch die Daten betrachtet werden. Dies kann man verhindern, indem man statt
der Transaktion selbst die Liste der in dieser Transaktion noch enthaltenen Kandidaten-
mengen verwendet, und alle leer gewordenen Listen aus dem Datenbestand entfernt. Fiir
k = 1 wére eine solche Listendarstellung eine 1-zu-1-Kopie der Transaktionsliste, so dass
man iiblicherweise mit dem Wechsel zur Listendarstellung wartet, bis man davon ausgehen
kann, dass diese Darstellung als ganzes in den Hauptspeicher passen wird [Agrawal et al.,

1996].
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Verallgemeinerte Assoziationsregeln. Bei der Beschreibung des Assoziationsregel-
verfahrens haben wir bisher die Frage nach der Wahl der richtigen Abstraktionsebene nur
implizit beantwortet. Indem wir als Artikelmenge I = { Bier, Pizza, Chips, ...} angegeben
haben, haben wir eine recht abstrakte Ebene gewiahlt, denn hinter jedem der genann-
ten “Artikel” verbergen sich eigentlich Hunderte von Artikeln unterschiedlicher Hersteller,
Produkttypen, Verpackungsarten und -gréen. Da es fiir einen Benutzer nur schwer vorher
abzuschétzen ist, ob die interessanten Assoziationen auf der Ebene der Artikelnummer, der
Ebene der Hersteller, der Ebene der Produktgruppe oder zwischen diesen Ebenen liegen,
sind Verfahren wiinschenswert, die Artikelhierarchien (und -mehrfachhierarchien) verar-
beiten und Assoziationsregeln auf und zwischen verschiedenen Ebenen dieser Hierarchien
finden kénnen. Fiir solche verallgemeinerten Assoziationsregeln gibt es entsprechende Ver-
fahren, die die Figenschaften der Hierarchie ausnutzen, um ihre Suche moglichst effizient
zu gestalten [Srikant und Agrawal, 1995].

Sequentielle Muster. In vielen potenziellen Anwendungsbereichen von Assoziations-
regelverfahren ist eine Transaktion nicht so klar definiert wie an der Kasse eines Supermark-
tes. So kann es bei einem online-Angebot im Internet beispielsweise sein, dass ein Benutzer
bei einem Besuch des Angebotes nur eine bestimmte Sache nachfragt, jedoch in mehr oder
weniger kurzen Abstdnden zuriickkehrt, um weitere Angebote abzufragen. Zwar kénnte
man nun festlegen, dass alle innerhalb einer bestimmten Zeitspanne genutzten Angebote
zu einer Transaktion gehoren, oder dass eine Pause ab einer gewissen Lange den Beginn
einer neuen Transaktion markiert. In Verfahren zur Entdeckung von sogenannten sequen-
tiellen Mustern kann der Benutzer iiblicherweise einen maximalen Abstand zwischen den
einzelnen Elementen eines sequentiellen Musters festlegen, und zusatzlich angeben, dass
alle Artikel innerhalb eines gleitenden Zeitfensters von vorbestimmter Lange so behandelt
werden kénnen, als ob sie in einer Transaktion aufgetreten wiren. Ein sequentielles Muster
ist eine geordnete Liste von Artikelmengen. Ob ein sequentielles Muster in einer Serie von
Transaktionen eines Benutzers vorkommt, wird dann nicht mehr durch einen einfachen
Teilmengentest festgestellt, sondern man verlangt, dass zwischen dem frithsten Element
einer Artikelmenge in der Liste und dem letzten Element dieser Artikelmenge nicht mehr
als die fiir das gleitende Zeitfenster festgelegte Zeit liegt, dass zwischen zwei aufeinander-
folgenden Artikelmengen in der Liste nicht mehr als der festgelegte Maximalabstand liegt,
und dass die Liste eine Subsequenz der tatsidchlich aufgetretenen Artikelsequenz ist. Auch
fiir dieses Problem sind effiziente Algorithmen entwickelt worden (siehe z.B. [Srikant und

Agrawal, 1996]).

1.11 Subgruppenentdeckung

Wir sind im vergangenen Abschnitt tiber Assoziationsregelverfahren bereits kurz auf die
Besonderheiten von deskriptiv orientierten Lernaufgaben im Gegensatz zu prddiktiv ori-
entierten Lernaufgaben (Funktionslernen aus Beispielen) eingegangen. Bei pradiktiven
Lernaufgaben ist es das Ziel, eine unbekannte Funktion moglichst gut zu approximieren,
um so fiir alle moéglichen zukiinftigen Instanzen aus dem Instanzenraum den Funktions-
wert moglichst gut vorhersagen zu kénnen. Hierzu ist also ein globales Modell erforderlich,
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das es gestattet, fiir jede mogliche Instanz auch tatséchlich eine Vorhersage zu machen.
Hauptziel erfolgreichen Lernens ist das Finden eines Modells mit minimalem wahren Feh-
ler. Beim deskriptiven Lernen hat man andere Ziele. Hier ist man daran interessiert, durch
Hypothesen beschriebene Teilbereiche des Instanzenraums zu identifizieren, iiber die lokal
interessante Aussagen gemacht werden kénnen.

Betrachten wir zur besseren Illustration ein Anwendungsbeispiel des deskriptiven Ler-
nens. Unser Beispiel soll ein grofleres Unternehmen sein, das seinen Kunden mehrere ver-
schiedene Produkte anbietet und eine Kundendatenbank besitzt, in der fiir jeden Kunden
verzeichnet ist, welche Produkte des Unternehmens bereits genutzt werden. Das Unter-
nehmen koénnte z. B. eine Versicherung sein, die ihren Kunden Hausrats-, Haftpflicht-, und
Lebensversicherungen anbietet. Um sich weitere Marktchancen zu erschliefen, wird ein sol-
ches Unternehmen daran interessiert sein, Teilbereiche des Instanzenraums, also Gruppen
von Kunden, zu identifizieren, in denen beispielsweise ein bestimmtes Produkt auffallig
unterreprisentiert ist. So kénnte ein deskriptives Lernverfahren folgende lokale Beobach-
tungen entdecken:

“Unter den alleinstehenden jungen Ménnern in ldndlichen Regionen ist der
Anteil der Lebensversicherungskunden signifikant niedriger als im gesamten
Kundenbestand.”
Oder
“Verheiratete Manner mit Pkws der Luxusklasse machen nur zwei Prozent
der Kunden aus, erzeugen aber vierzehn Prozent der Lebensversicherungsab-
schlusssumme.”
Obwohl mit solchen Aussagen keine globale Vorhersage dariiber gemacht werden kann,
welcher Kunde nun tatséchlich eine Lebensversicherung kaufen wird, sind sie als lokal
beschreibende Aussagen dennoch méoglicherweise eine wichtige Basis, z. B. fiir die Planung
von Geschiftsstrategien. Mehr noch, in vielen Anwendungen lassen sich solche interessanten
lokalen Aussagen finden, obwohl ein globales pradiktives Modell (z. B. aufgrund nicht
gentigend reichhaltiger Beschreibung der Instanzen) nicht oder nur mit sehr schlechtem
Erfolg erlernt werden kann.

Lernaufgaben wie die gerade beschriebenen werden iiblicherweise als Subgruppenent-
deckung [Klosgen, 2000c] bezeichnet, da man, in Anlehnung an die in der Statistik iibliche
Terminologie, den Instanzenraum als (Reprisentation einer) Population bezeichnen kann,
so dass ein beschriebener Teilbereich des Instanzenraum dann als Subgruppe dieser Popu-
lation aufgefasst wird. Wir kénnen die Lernaufgabe wie folgt prazisieren.

Definition 1.11.1 (Subgruppenentdeckung) Sei X ein Instanzenraum mit einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung D und Ly ein Hypothesenraum, in dem jede Hypothese als
Extension eine Teilmenge von X hat:

ext(h) C X fir alle h € Ly.
Set weiterhin

SCX
eine gegebene, gemdfs D gezogene Stichprobe der Gesamtpopulation.

Es sei schlieflich g eine Funktion
q:=Lg— R.
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Die Lernaufgabe Subgruppenentdeckung kann dann auf zwei Arten definiert werden:
1. Gegeben X, S, Ly, q und eine Zahl g, € R, finde alle h € Ly, fir die g(h) > ¢nin-
Oder/Und

2. gegeben X, S, Ly, q und eine natirliche Zahlk > 1, finde eine Menge H C Ly, |H| =
k und es gibt keine h € H,h' € Lg\H : q(h') > q(h).

Eine zentrale Rolle in dieser Definition spielt die Qualitdtsfunktion ¢, die bewertet,
wie “interessant” eine bestimmte Hypothese bzw. die durch sie reprasentierte Subgruppe
ext(h) ist. Gegeben ¢ verlangen wir bei der Subgruppenentdeckung entweder alle Sub-
gruppen oberhalb einer bestimmten Mindestqualitat ¢, oder/und die k& geméaf ¢ besten
Hypothesen aus unserem Hypothesenraum.

1.11.1 Qualitatsfunktionen

Wie kann nun die Funktion ¢ aussehen, welche die Interessantheit von Aussagen messen
soll? Um die tatsdchliche Interessantheit einer Beobachtung fiir einen Benutzer zu messen,
ware eigentlich eine umfassende Benutzermodellierung notwendig, die Ziele, Interesse und
Vorwissen des Benutzers erfasst. So sind beispielsweise bereits bekannte Aussagen fiir die
meisten Benutzer nicht besonders interessant. Auch wenn es erste Arbeiten zur Entwick-
lung von prézisen benutzerbezogenen Interessantheitsmodellen gibt, so ist es momentan
doch noch allgemein iiblich, die Interessantheit von Aussagen anhand leicht objektivier-
barer statistischer Eigenschaften der betrachteten Subgruppe zu messen [Klosgen, 2000b].
Ublicherweise werden dabei zwei unterschiedliche Gesichtspunkte einbezogen. Wie in den
obigen Beispielaussagen schon angedeutet, interessiert man sich zunachst einmal fiir Sub-
gruppen, die statistisch aufféllig sind, weil beispielsweise die Verteilung eines bestimmten
Merkmals von Interesse (“abgeschlossene Lebensversicherungen”) sich “signifikant” von
der Verteilung in der gesamten Stichprobe bzw. der gesamten Population unterscheidet.
Als zweiter Gesichtspunkt muss aber die Grofie der betrachteten Subgruppe einbezogen
werden, denn auch eine bemerkenswerte statistische Auffalligkeit ist nur dann interessant,
wenn sie mehr als einige wenige Objekte aus der Population betrifft.

Eine naheliegende Moglichkeit, den Begriff “statistisch aufféllig” zu préazisieren, ist der
Riickgriff auf das Instrumentarium statistischer Hypothesentests (siehe z.B. [Diehl und Ar-
binger, 1990]). Betrachten wir dazu die einfachste Variante eines Subgruppenentdeckungs-
problems und nehmen an, dass wir an Subgruppen interessiert sind, die hinsichtlich der
Verteilung eines bindren Attributs von Interesse auffillig sind. Im ersten Beispiel dieses
Abschnitts war dies das Attribut “Lebensversicherung abgeschlossen?”. Wir kénnen uns
nun ein Experiment vorstellen, bei dem wir (geméaf der Verteilung D) zuféllig ein Ob-
jekt aus der Gesamtpopulation ziehen und priifen, ob die gesuchte Figenschaft bei diesem
Objekt vorliegt oder nicht (ob also der Kunde eine Lebensversicherung abgeschlossen hat
oder nicht). Die Verteilung der gesuchten Eigenschaft in der Gesamtpopulation entspricht
einer Wahrscheinlichkeit p, bei einer Ausfithrung unseres Experiments ein Objekt mit der
gewiinschten Eigenschaft zu ziehen.

Um nun die statistische Auffalligkeit einer durch eine Hypothese i beschriebenen Sub-
gruppe der Grofie n := |ext(h)| zu bewerten, betrachten wir die Wahrscheinlichkeit py,, bei
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Ziehung eines Objektes aus dieser Subgruppe ein Objekt mit der gesuchten Eigenschaft
zu erhalten. Als statistisch hinsichtlich der gesuchten Eigenschaft nicht auffallig wollen wir
nun jede Subgruppe h betrachten, die sich hinsichtlich des gesuchten Attributs genau so
verhilt, wie eine zuféllig aus der Gesamtpopulation ausgewidhlte Stichprobe der Grofie n.
Dies ist unsere durch einen geeigneten statistischen Test moglicherweise zu verwerfende
Nullhypothese iiber die Subgruppe h. Gilt die Nullhypothese, so ist p, = p, und das Ziehen
einer Subgruppe der Grofle n ist die n-fache Wiederholung eines Experiments, bei dem
mit der Wahrscheinlichkeit p ein Objekt mit der gesuchten Figenschaft gezogen wird. Die
relative Haufigkeit solcher Objekte in dieser Stichprobe, also in ext(h), ist dann also ein
geeigneter Schétzer fiir p:

5o L€ cntth)lA(s) = 1)

n

Dieser Schétzer ist erwartungstreu, d. h., wenn wir wiederholt Stichproben der Gréfie n
ziehen, wird der Wert dieses Schétzers gemittelt iiber alle Stichproben schlieilich der zu
Grunde liegenden Wahrscheinlichkeit entsprechen, also unter der Annahme der Nullhypo-
these, dass p, = p:

E(p) = p.

In den einzelnen Stichproben der Grofle n schwankt der Wert unseres Schétzers je nach
den fiir die jeweilige Stichprobe ausgewéhlten Objekte. Was kénnen wir aus dem in einer
einzelnen Stichprobe der Gréfie n, namlich unserer Subgruppe h, beobachteten Wert von
p tiber die Giiltigkeit der Nullhypothese schliefen? Betrachten wir dazu die Wahrschein-
lichkeit, mit der ein bestimmter Wert von p auftritt, falls p tatséchlich die zu Grunde
liegende Wahrscheinlichkeit der gesuchten Eigenschaft ist. Je unwahrscheinlicher ein beob-
achteter Wert ist, desto weniger plausibel ist es, dass tatsdchlich p die zugrundeliegende
Wahrscheinlichkeit war, und desto naheliegender ist es, die Nullhypothese zu verwerfen,
und anzunehmen, dass die betrachtete Subgruppe sich tatséchlich von der Gesamtpopu-
lation statistisch unterscheidet. Betrachten wir als Beispiel eine Population, in der ein
gesuchtes Merkmal mit der Wahrscheinlichkeit p = 0,5 auftritt. Bei Ziehung einer Sub-
gruppe der Grofle n = 2 erwarten wir im Mittel ein Objekt mit der gesuchten Eigenschaft;
die Wahrscheinlichkeit, zwei Objekte mit dieser Figenschaft anzutreffen, ist jedoch immer
noch P(p=1[p=0,5,n=2)=0,5-0,5=0,25.

Wenn wir in einer Subgruppe der Gréfie 2 diese Verteilung beobachten, ist dies also kein
besonders starker Hinweis darauf, dass die Subgruppe sich von der Gesamtpopulation un-
terscheidet. Die sich fiir allgemeines n ergebene Wahrscheinlichkeitsverteilung P(p = x|p, n)
der Werte von p (genauer die Verteilung der Anzahl der gezogenen Objekte mit der gesuch-
ten Eigenschaft) ist die Binomialverteilung. Fiir geniigend grofie Werte von n (n > 30 wird
allgemein akzeptiert) wird diese Verteilung geniigend genau durch eine Normalverteilung

mit Mittelwert ;1 = p und Standardabweichung o = \/zi=p) genahert.

Man kénnte nun direkt die Wahrscheinlichkeit P(p = x|p,n) eines beobachteten Wertes
x fiir p als MaB fiir die Plausibilitédt einer Hypothese nehmen, miisste allerdings dann fiir
verschiedene p und n unterschiedliche Verteilungstabellen nutzen. Man fiihrt daher eine
so genannte z-Transformation durch, die aus einer beliebigen normalverteilten Variablen
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eine standard-normalverteilte Variable (1 = 0 und o = 1) erzeugt. Dies ergibt hier die V
genannte Variable

p(ip)

Der V-Wert hat auch die intuitiv giinstige Eigenschaft, dafl Abweichungen als Vielfaches der
Standardabweichung ausgedriickt werden, so dafl die fiir kleinere n starker schwankenden
Werte von p giinstiger skaliert sind. Als Ma8 fiir die Plausibilitdt der Nullhypothese wahlen
wir dann P(|V| > V), also die Wahrscheinlichkeit, dass die skalierte Abweichung unseres
Schitzers von p mindestens v betrigt!®. Die entsprechenden Werte kénnen den Tabellen
in Statistikbiichern entnommen werden, so ist z. B. die Wahrscheinlichkeit, eine skalierte
Abweichung von mehr als 4,9 zu beobachten nur m. Beobachtet man einen solchen
Wert von V' bei einer Subgruppe, so ist das also ein sehr starkes Indiz dafiir, dass die
Nullhypothese nicht gilt, und dass also die Subgruppe eine andere Verteilung des gesuchten
Merkmals aufweist als die Gesamtpopulation.

Fiir die Definition einer entsprechenden Qualitatsfunktion ¢ kénnen wir noch einige
Vereinfachungen vornehmen, denn wir sind in der Regel ja nur an der Reihenfolge interes-
siert, die ¢ den Hypothesen zuweist und nicht am konkreten absoluten Wert. Da P(|V| > v)
fiir wachsende v monoton fallend ist, und wir ohnehin kleineren Wahrscheinlichkeiten eine
hohere Qualitat (Auffalligkeit) zu ordnen wollen, fithrt die Verwendung des Wertes von V
statt der Wahrscheinlichkeit zu einer wie erwiinscht genau umgekehrten Reihenfolge der
Hypothesen. Da die Bezugswahrscheinlichkeit p der Gesamtpopulation fiir alle zu bewer-
tenden Subgruppen gleich ist, kénnen wir wiederum ohne Anderung der Reihenfolge wie
folgt umformen:

p—p n-|p—p . .
[ et LRI k| Y SV O N )
\/p~(1—p) \/p (1 —=p)

Im letzten Schritt dieser Umformung ist die Grofe der Subgruppe n ersetzt worden durch
ihre relative Gréfle g := 5. Um diese Qualitatsfunktion evaluieren zu kénnen, muss
natiirlich die Wahrscheinlichkeit p fiir die Gesamtpopulation geschéitzt werden. Dies tut

man in nahe liegender Weise durch die relative Haufigkeit der gesuchten Eigenschaft in S:

. s € 5[A(s) = 1}

Wir erhalten also die Qualititsfunktion!®

q(h) == /g Ip—7'l.

Die Qualitétsfunktion ¢, so wie wir sie gerade definiert haben, ordnet also die Subgrup-
pen nach absteigender Signifikanz an. Die besten & Subgruppen dieser Liste miissen also

5Dies ist der zweiseitige Test. Sind nur Abweichung in eine Richtung von Interesse, so entfallen die
Betragsstriche.
16In Artikeln iiber Subgruppenentdeckung ist es iiblich, statt p’ po zu verwenden, und fiir p einfach p.
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keineswegs Subgruppen sein, bei denen man die Nullhypothese mit geniigender Sicher-
heit ausschliefen kann. Um dies sicherzustellen, miissen wir ein Mindestqualitdtsniveau
gmin vorgeben, das sich gemafl den obigen Umformungen aus dem gewiinschten Signifi-
kanzniveau des statistischen Hypothesentests ergibt. Dabei tritt jedoch noch eine weitere
Schwierigkeit auf. Wenn wir bei jeder einzelnen Hypothese mit 95%-iger Sicherheit aus-
schlieflen konnen, dass die betrachtete Subgruppe fehlerhafterweise als auffillig erkannt
wurde, so bedeutet das immer noch, dass man bei 5% aller getesteten Subgruppen eine
fehlerhaft erkannte Auffalligkeit erwarten muss. Dieses Problem kann dadurch entschérft
werden, dass man das Signifikanzniveau fiir den einzelnen Test entsprechend der Grofie des
Hypothesenraums verscharft (Bonferroni-Anpassung).

1.11.2 Effiziente Suche

Verfahren zur Entdeckung von Subgruppen miissen geméfl der Definition der Lernaufgabe
nicht nur eine Lésung finden, sondern die Menge aller Losungen oberhalb eines bestimmten
Qualitatsniveaus bzw. die Menge der k besten Losungen im Hypothesenraum. Die Verfah-
ren kénnen deshalb auch keine Hill-climbing-Suche durchfiithren, sondern miissen versuchen,
den Hypothesenraum moglichst vollstandig zu durchsuchen. Dies kann im einfachsten Fall
z. B. mit einer absteigenden Breitensuche in Ly geschehen (Abbildung 1.16). Man beginnt
also mit der allgemeinsten Hypothese in diesem Raum, und verfeinert diese dann zu immer
kleineren Subgruppen. Schon bei einfachen Problemen, bei denen die Instanzen nur durch
wenige Merkmale beschrieben sind, ergibt sich jedoch ein so grofler Hypothesen- und damit
Suchraum, dass es notwendig ist, Kriterien zu finden, mit denen méoglichst grofie Teile des
Suchraumes abgeschnitten und damit von der Betrachtung ausgeschlossen werden kénnen.

Am leichtesten ist dies moglich, wenn man fiir die Problemstellung relevante Figen-
schaften der Hypothesen finden kann, die sich entlang eines absteigenden Suchpfades mo-
noton entwickeln, also z. B. niemals grofler, sondern nur kleiner werden koénnen. Sobald
bei einer absteigenden Suche diese Grofle einen geforderten Mindestwert unterschreitet,
kénnen alle darunterliegenden Hypothesen als Losung ausgeschlossen werden. Fiir die bei
der Subgruppenentdeckung relevante Figenschaft, die Qualitdt ¢, gilt leider eine solche
Monotonieeigenschaft im allgemeinen Fall nicht. Je nachdem, wie sich die Verteilungen bei
einer Verkleinerung der Subgruppe éndern, kann die Qualitédt der Subgruppe fallen oder
auch steigen.

Fiir die zweite Variante des Subgruppenentdeckungsproblems, das Finden der k besten
Subgruppen, kann man dennoch erfreulicherweise in vielen Fiallen grofie Teile des Such-
raumes abschneiden, indem man sich sogenannter optimistischer Schdtzfunktionen fir ¢
bedient [Wrobel, 1997]. Das Ziel einer optimistischen Schitzfunktion ist es, gegeben eine be-
stimmte Hypothese i und ihre Qualitat ¢(h), abzuschétzen, wie sich die Qualitatsfunktion ¢
bei einer weiteren absteigenden Suche ausgehend von h giinstigstenfalls entwickeln kénnte.
Die optimistische Schétzfunktion sollte garantieren, dass fiir keine der unterhalb von A
liegenden spezielleren Hypothesen der Wert von ¢ oberhalb der optimistischen Schitzung
liegt. Kénnen wir dies zusichern, so kann man immer dann den Teilraum unterhalb einer
Hypothese i abschneiden, wenn die optimistische Schétzung fiir diesen Teilraum unterhalb
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Abbildung 1.16: Suchbaum bei der propositionalen Subgruppensuche
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proc SUBGRUPPEN(S, p, ¢, Gmin, Ymin, k)
@ := {“Ganze Population”}, H := ()
while @ # ()
Wihle C' C @ (gemafl Suchstrategie)
p(C) = Upe. p(h)
forall h € p(C)
Teste h auf S (berechne ¢(h))
if g(h) > minpey q(h) then
if |H| <k
then H := H U {h}
else ersetze schlechtestes Element von H durch h
if Graz(h) < minpem q(h) or g(h) < Gmin
then (Teilbaum wird abgeschnitten)
else @ :=Q U {h}

return H

Abbildung 1.17: Subgruppensuche mit optimistischen Schéatzfunktionen

der Qualitdt der schlechtesten der bisher gefundenen k Hypothesen liegt.

Wir kénnen dies wie folgt prizisieren. Sei p : Ly — 2% der Spezialisierungsoperator,
der uns bei der absteigenden Suche zu einer Hypothese h alle unmittelbar spezielleren
Nachfolger p(h) liefert, und sei p* die transitive Hiille von p, also der gesamte Teilraum
unterhalb einer Hypothese h. Eine optimistische Schéatzfunktion fiir ¢ ist dann eine Funk-
tion:

Gmaz : Ly — R so dass Vh € Ly, Vh' € p(h) q(h') < qaz(h)

Mit Hilfe einer solchen optimistischen Schatzfunktion kann ein Suchgruppenentdeckungs-
algorithmus wie in Abbildung 1.17 formuliert werden. In diesem Algorithmus wird optional
noch eine vom Benutzer angegebene minimale Grofle der zu entdeckenden Subgruppen zum
Beschneiden des Suchraumes genutzt.

Je nach Beschaffenheit der Qualitéatsfunktion ¢ ist es unterschiedlich schwierig, eine
optimistische Schéatzfunktion anzugeben, bzw. nachzuweisen, dass sie iiberhaupt existiert.
Wir wollen im folgenden eine optimistische Schatzfunktion fiir den einfachsten Fall, der
Suche nach Subgruppen in Bezug auf ein binéres Zielattribut, angeben, und zwar fiir die
oben erlauterte Qualitdtsfunktion

q(h) =g 1p— 7'
Da g, die Grofle der Subgruppe, bei der Spezialisierung nur kleiner werden kann, kénnen
wir den ersten Faktor einfach optimistisch mit dem gleichen Wert wie in der aktuellen
Hypothese h schiatzen. Im zweiten Faktor kann sich p im Intervall [0, 1] sowohl nach oben
als auch nach unten bewegen. Eine erste grobe optimistische Schatzfunktion, mit der wir
uns an dieser Stelle begniigen wollen, ist deshalb

Gnaz(h) == /g - max(p', 1 —p').
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1.11.3 Assoziationsregeln vs. Subgruppen

Es sei zum Schluss noch darauf hingewiesen, dass man auch das Entdecken von Assoziati-
onsregeln als Instanz der Lernaufgabe Subgruppenentdeckung betrachten kann. Jede Asso-
ziationsregel repréasentiert die Subgruppe all derjenigen Transaktionen, in denen alle Artikel
der Assoziationsregel vorkommen. Man kann dann eine Qualitéatsfunktion ¢ definieren, die
fiir eine Assoziationsregel r den Wert 1 hat genau dann, wenn s(r) > Syin, ¢(7) > ¢pin, und
ansonsten den Wert 0. Auffalligkeit wird also nicht durch Vergleich mit einer Referenzgrup-
pe definiert, sondern einfach durch einen minimalen Prozentsatz gemeinsamen Auftretens.
Die minimale Haufigkeit kommt einfach als zweite Minimalbedingung hinzu und wird nicht
mit der Auffalligkeit verrechnet, und es findet keine Differenzierung unterschiedlicher In-
teressantheitsgrade statt.

Auch wenn man also formal die Assoziationsregeln als Subgruppenentdeckung sehen
kann, so ist es aus den gerade genannten Griinden technisch nicht sinnvoll, dies zu tun. Die
extrem simple Qualitatsfunktion und die im Abschnitt iiber Assoziationsregeln diskutier-
ten besonderen Annahmen iiber die Zusammensetzung der Transaktionen erméglichen bzw.
erfordern ganz andere Suchverfahren. Insbesondere gelten bei den iiblicherweise verwen-
deten méachtigeren Qualitdtsfunktionen zur Subgruppenentdeckung die in Abbildung 1.11
gemachten Beobachtungen nicht, denn die Qualitat kann bei absteigender Suche sowohl
fallen als auch sinken, so dass ¢, wie oben beschrieben, nicht direkt zur Beschneidung des
Suchraums genutzt werden kann.

1.11.4 Erweiterungen

Die Weiterentwicklung von Subgruppenverfahren erfolgt entlang mehrerer Dimensionen.
Wie bereits erwahnt sind fiir unterschiedliche Anwendungszwecke vielfaltige Qualitétsfunk-
tionen entwickelt worden [Klésgen, 2000b]. Weitere Entwicklungen betreffen die Nutzung
méchtigerer Hypothesenrdume, die Einfiihrung zeitbezogener Subgruppenmuster, und die
Optimierung von Subgruppenergebnissen.

Michtigere Hypothesenridume. Die in diesem Abschnitt beschriebene Subgruppen-
suche kann selbstverstandlich nicht nur fiir Hypothesenrdume durchgefithrt werden, die
sich auf Merkmalsvektoren beziehen, sondern fiir jeden Hypothesenraum, in dem sich ein
Verfeinerungsoperator p definieren ldasst. So gibt es beispielsweise Subgruppenverfahren fiir
multirelationale pradikatenlogische Hypothesenraume, bei denen durch geeignete Sprach-
beschrankungen sichergestellt wird, dass der entstehende Suchraum handhabbar bleibt.
Neben den im Abschnitt 1.7 diskutierten syntaktischen Schemata haben sich hier Ein-
schrankungen bewéhrt, die an die Fremdschliisselbeziehungen in Datenbanken angelehnt
sind [Wrobel, 1997].

Zeitbezogene Subgruppenmuster. Bei vielen Marktuntersuchungen ist es iiblich,
die Untersuchungen in bestimmten Abstdnden zu wiederholen. So kénnte beispielsweise ein
Unternehmen eine jéhrliche Kundenbefragung durchfithren und daran interessiert sein, die
Gesamtheit der Fragebogenriicklaufe auch im zeitlichen Trend mit Subgruppenverfahren
zu untersuchen. Es sind zu diesem Zweck spezielle Qualitatsfunktionen entwickelt worden,
die nicht nur einen Vergleich von Subgruppen mit einer Gesamtpopulation durchfiihren,
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sondern dies auch {iber mehrere in zeitlichen Abstanden erhobene Teilpopulationen (“Seg-
mente”) tun kénnen [Klosgen, 2000a]. Dabei muss als technische Schwierigkeit beachtet
werden, dass die Beschreibungen der Instanzen in den einzelnen Segmenten nicht notwen-
digerweise die gleichen Attribute aufweisen [Klosgen, 1996).

Optimierung von Subgruppenergebnissen. Formuliert man deskriptive Lernpro-
bleme mit Qualitdtsfunktionen, die auf die einzelnen Hypothesen bezogen sind, so er-
gibt sich zwangslaufig das Problem, dass die Gesamtmenge aller gefundenen Hypothesen
moglicherweise in sich nicht gut aufeinander abgestimmt ist. So kann es bei der Subgrup-
penentdeckung ohne weitere Vorkehrungen beispielsweise vorkommen, dass wir entdecken,
dass alleinstehende Manner doppelt so haufig Lebensversicherungen abschlieflen wie die
Gesamtpopulation, und dass wir gleichzeitig als Entdeckung zuriickliefern, dass alleinste-
hende Méanner in landlichen Gegenden doppelt so haufig Lebensversicherungen abschlieflen
wie die Gesamtbevolkerung. Allgemein ergibt sich also die Frage, wie inhaltlich &hnliche
Subgruppen erkannt und dann die weniger interessante von zwei sehr dhnlichen Subgrup-
pen unterdriickt werden kann. In unserem Beispiel ist vermutlich die zweite Beobachtung
weniger interessant, weil ihr Inhalt vollstindig aus der ersten Beobachtung ableitbar ist.
Man kann zur Unterdriickung solch redundanter Subgruppen Mafle definieren, die die so-
genannte Affinitdt von Subgruppen berechnen, und kann dann Schwellwerte festlegen, so
dass oberhalb einer gewissen Affinitdt und unterhalb eines bestimmten Unterschieds in der
Interessantheit die schwichere der beiden Subgruppen unterdriickt wird [Gebhardt, 1991].

1.12 Clusteranalyse

Bei der Clusteranalyse [Steinhausen und Langer, 1977; Bacher, 1996] geht es grob gesagt
darum, eine gegebene Instanzenmenge S aus einem Instanzenraum X so in verschiedene
Teilmengen (“Cluster”) aufzuteilen, dass die Objekte innerhalb eines Clusters méglichst
ahnlich sind, und dass Objekte verschiedener Cluster einander moglichst un&hnlich sind.
Diese Lernaufgabe findet immer dann Anwendung, wenn man statt einer groflen Zahl
einzelner Instanzen lieber mit einer iiberschaubar kleinen Anzahl idealerweise homogener
Gruppen umgehen méchte. So kénnte man beispielsweise die Kundendatenbank eines Un-
ternehmens einer Clusteranalyse unterziehen, um homogene Kundengruppen zu finden,
mit denen dann in der Angebotsgestaltung und im Marketing gearbeitet werden kann.
Im Idealfall sollte ein Clusteringverfahren dabei nicht nur die gefundenen Teilmengen mit
den Listen der zu ihnen gehérenden Instanzen liefern, sondern auch eine kompakte und
moglichst leicht verstandliche Beschreibung fiir jeden Cluster, die die in dem Cluster ent-
haltenen Objekte charakterisiert. So kénnte eine Clusteranalyse einer Kundendatenbank
beispielsweise die Cluster “auf dem Land lebende Menschen mit Kindern*®, “Senioren mit
hohem Einkommen®, “beamtete Akademiker® usw. ergeben. Man spricht in diesem Fall
auch von begrifflicher Clusteranalyse (conceptual clustering) [Michalski und Stepp, 1983]. In
den meisten Anwendungen verlangt man, dass die gefundenen Cluster sich nicht iiberlappen
sollen, und dass jede mogliche Instanz des Instanzenraumes X einem Cluster zugeordnet
werden kann, d.h., die Menge aller Cluster soll eine Partitionierung des Instanzenraumes
darstellen.
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Im Vergleich zur Subgruppenentdeckung ist hervorzuheben, dass die beim Clustern
gefundenen Gruppen nicht hinsichtlich ihrer Eigenschaften in Bezug auf ausgewiahlte Ziel-
merkmale identifiziert werden, sondern ausschlielich durch die Forderung nach einer ma-
ximalen Ahnlichkeit der Instanzen innerhalb eines Clusters. Die Ahnlichkeits- bzw. Ab-
standsfunktion nimmt dementsprechend einen wichtigen Platz in der préazisen Definition
der Lernaufgabe ein.

Definition 1.12.1 (Cluster-Analyse) Sei X ein Instanzenraum und S C X eine Menge
von Instanzen. Sei weiterhin

dist : X x X — R*
eine Abstandsfunktion, und

q: 22" 5 R
eine Qualitdtsfunktion. Gegeben S, dist und q besteht die Aufgabe der Clusteranalyse darin,
eine Clusterung

C=A{C,....,C}, wobei C; C S firallei=1,... k,
zu finden, so dass q(C) mazimiert wird, und (optional)

CinC; =0 firallei #j €{l,...k} und J,_, , Ci =S (Partitionierung).

Beziiglich der Ahnlichkeitsfunktionen kénnen wir an dieser Stelle einfach auf die Aus-
fiihrungen im Abschnitt 1.4 verweisen. Die Qualitatsfunktion ¢ wird oft auf der Basis der
Abstandsfunktion dist definiert, indem man beispielsweise fiir jeden Cluster den durch-
schnittlichen Abstand aller Objektpaare in diesem Cluster berechnet, und die negierte
Summe dieser Werte fiir alle Cluster als Qualitdtsmafl nimmt. Ist es in einem Instanzen-
raum X moglich, das Zentrum eines Clusters zu bestimmen, so wird statt des durchschnitt-
lichen paarweisen Abstandes auch der durchschnittliche (quadrierte) Abstand (Fehler) vom
Zentrum verwendet (s.u. beim k-Means-Verfahren). Ist die Anzahl der gewiinschten Cluster
k nicht vom Benutzer vorgegeben, so ist es wichtig, dass die Qualitatsfunktion die Anzahl
der Cluster und ihre innere Qualitdt gegeneinander abwiagt. Mittels der Qualitédtsfunktion
kann auch die gewiinschte Zuordnung neuer Instanzen aus X zu einem Cluster gefunden
werden: man weist die Instanz einem Cluster so zu, dass danach die Gesamtqualitdt des
Clusterings maximal wird.

1.12.1 Das k-Means-Verfahren

Ein sehr einfaches und populares Verfahren zur Suche nach Clusterungen der Grofie £ fiir
vorgegebenes k ist das k-Means-Verfahren [MacQueen, 1967]. Das k-Means-Verfahren setzt
voraus, dass es moglich ist, im Instanzenraum X das Zentrum einer Menge von Instanzen
zu berechnen, also denjenigen Punkt, der die Summe der Abstinde zu allen Punkten dieser
Menge minimiert (das Zentrum muss dabei nicht selbst in der Menge enthalten sein). Am
einfachsten ist dies, wenn X = R", also fiir rein numerische Instanzenraume. Das Zentrum
einer Menge ' C X ist dann einfach das Mittel:

Der k-Means-Algorithmus arbeitet iterativ wie folgt:
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Abbildung 1.18: k-Means Beispiel

proc K-MEANS(S, k)
7 ={z1,..., 2k} := k zufillig gewédhlte Punkte aus S
while Qualitiat wird besser
Ci:={s € Sli = argmin,=y_pdist(s,z;)} fuiri=1,...k
zii=z(Cy) fire=1,...,k
end

return{Cy,...,Cy}

Es werden also iterativ immer wieder die Zentren der gerade aktuellen Cluster bestimmt,
um dann die Cluster auf der Basis dieser Zentren neu zu bilden. Das Verfahren konvergiert
sehr schnell, wie auch in Abbildung 1.18 zu sehen ist (die jeweils aktuellen Clusterzentren
sind durch den grossen Kreis bzw. das grosse Viereck dargestellt).

Die relevante Qualitdtsfunktion beruht hier auf dem durchschnittlichen Abstand zum
Clusterzentrum, das Verfahren kann jedoch auch in lokalen Maxima dieser Qualitdtsfunktion
konvergieren. Da dies von der Menge der anfanglich gewéhlten Zentren abhéngt, sind ver-
schiedene Vorschldge zu deren besserer Initialisierung gemacht worden, bzw. man fiithrt
den Algorithmus mehrmals mit unterschiedlich gewéhlten Anfangszentren bis zur Konver-
genz durch. Das Verfahren ist nicht in der Lage, Ausreifier in den Daten zu ignorieren, so
dass diese auch als einzelne Punkte dann einen der k& Cluster bilden. Eine entsprechende
Datenvorverarbeitung zur Entfernung der Ausreifer ist also notwendig. Ubliche Implemen-
tierungen des k-Means-Algorithmus fithren zusédtzlich durch wiederholte Laufe noch eine
Suche nach dem giinstigsten & innerhalb eines vom Benutzer vorgegebenen Bereiches aus.

Es sei schliellich noch angemerkt, dass das k-Means-Verfahren als Instanz eines allge-
meinen, aus der Statistik bekannten iterativen Verfahrens zur Schétzung versteckter Pa-
rameter betrachtet werden kann, dem sogenannten EM-Algorithmus. Im allgemeinen Fall
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Abbildung 1.19: Hierarchisches Clustering und Dendrogramm

nimmt man dabei an, dass die Datenpunkte in S aus einer Mischung von k verschiede-
nen Verteilungen erzeugt worden sind, und dass die Parameter dieser Verteilungen und als
versteckte Parameter die Clusterzuordnungen zu schitzen sind. Eine solche allgemeinere
Modellierung wird beispielsweise vom populidren Clusteringverfahren AUTOCLASS [Chee-
seman und Stutz, 1996] benutzt.

1.12.2 Hierarchische Clustering-Verfahren

Eine zweite grofle Gruppe von Clustering-Verfahren sind die hierarchischen Clusteringver-
fahren [Jain und Dubes, 1988]. Bei diesen Verfahren wird nicht nur ein einzelnes Clustering
C produziert, sondern eine Serie ineinander geschachtelter Clusterings Cy,...,C,,. Die bei-
den Endpunkte dieser Liste geschachtelter Clusterings sind dabei zum einen das aus lauter
einelementigen Teilmengen bestehende Clustering, und zum anderen das nur aus einem ein-
zigen Cluster mit allen Elementen aus .S bestehende Clustering. Hierarchische Clusterungen
werden iiblicherweise in sogenannten Dendrogrammen dargestellt, siehe Abbildung 1.19.

Eine populdre Verfahrensklasse zur Erzeugung solcher Clusterings ist das agglomera-
tive Clustern, das ausgehend von den einelementigen Clustern die Hierarchie aufsteigend
aufbaut. Dies geschieht einfach dadurch, dass in jedem Schritt des Verfahrens die beiden
einander dhnlichsten Cluster zu einem neuen Cluster zusammengefasst werden, wie das im
Dendrogramm entsprechend durch eine waagerechte Linie eingezeichnet ist. Die Ahnlichkeit
zweier einelementiger Cluster ist dabei einfach die Ahnlichkeit ihrer beiden jeweils einzigen
Elemente. Fasst man zwei Cluster zusammen, kann die Ahnlichkeit des neuen Clusters zu
allen bisherigen Clustern immer aus den Ahnlichkeiten der beiden bisherigen Cluster zu
allen anderen Clustern berechnet werden. Je nachdem, welche Berechnungsvorschrift man
dabei wihlt, erhdlt man unterschiedliche Ergebnisse.

dlSt(Cl U CQ, 03) = f(dlSt(Cl, 03), diSt(CQ, 03))

Fiir f = man ergibt sich das sogenannte single link clustering, fiir f = max das complete-
link clustering, und fiir f = average das average-link clustering.

Hierarchische Clusteringvefahren haben den Vorteil, dass der Nutzer aus dem Ergebnis
des Verfahrens jederzeit ein nicht-hierarchisches Clustering mit der gewiinschten Anzahl
von Clustern ableiten kann. Durch etwas komplexere Wahl von f (“Ward’s function”)
kann dariiber hinaus sichergestellt werden, dass bei jedem einzelnen Aggregationsschritt
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Abbildung 1.20: Der Stern-Algorithmus von CLUSTER

die Summe der (quadrierten) Absténde minimiert wird (dies gilt allerdings nicht fiir das

Gesamtergebnis) [Jain und Dubes, 1988].

1.12.3 Begriflliche Clusteranalyse

Im Prinzip kann aus jedem Cluster-Analyseverfahren ein begriffliches Verfahren gemacht
werden, indem man durch ein geeignetes Begriffslernverfahren eine generalisierte Beschrei-
bung jedes Clusters erzeugen lésst, nachdem das eigentliche Clusterverfahren diese Cluster
erzeugt hat. Dabei ist jedoch nicht gewédhrleistet, dass fiir jeden solchen Cluster auch eine
(gute) Beschreibung existiert. Begriffliche Clusterverfahren im engeren Sinne stiitzen ihre
Suche deshalb nicht auf eine Ahnlichkeitsfunktion dist, sondern orientieren die Suche an
einem spezifizierten Hypothesenraum L. Dabei wird wiederum angenommen, dass fiir je-
des Element aus Ly eine Extension, z.B. durch eine Verallgemeinerungsrelation, festgelegt
ist.

Einige populdre begriffliche Clusterverfahren bauen die Cluster inkrementell und partio-
nierend auf, indem sie fiir neu hinzukommende Objekte jeweils entscheiden, ob der Cluster,
dem das Objekt zugeordnet wurde, jetzt in zwei Teilcluster aufgespalten werden soll. So
entsteht automatisch eine hierarchische Clusterung (siehe z.B. [Gennari et al., 1989]). Fin
anderes populires begriffliches Clusterverfahren, die “Star-Methode” [Michalski und Stepp,
1983], beginnt mit einzelnen Kristallisationspunkten (Kp., seeds) und nutzt dann die durch
die Generalisierungsrelation (bzw. die Teilmengenbeziehungen auf den Extensionen) gege-
bene Ordnung auf Ly aus, um seine Suche zu organisieren. Wir kénnen den Algorithmus

wie in Abbildung 1.20 zusammenfassen!”.

1"Die Methode heisst “Star”-Methode, weil die in Schritt 2 entstehenden Generalisierungen eines Kri-
stallisationspunktes gegen alle anderen bei einer zweidimensionalen Visualisierung an einen Stern erinnern.
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Durch dieses Verfahren wird also per definitionem garantiert, dass jeder gefundene Clu-
ster eine Beschreibung aus Ly besitzt, die eine Verallgemeinerung aller Punkte des Clusters
ist. Im Verfahren werden an verschiedenen Stellen Heuristiken verwendet, auf die hier nicht
naher eingegangen werden soll. Als Qualitétsfunktion wird eine benutzerdefinierte heuri-
stische Funktion verwendet, die sogenannte lexikographische Fvaluierungsfunktion (LEF),
die der Benutzer aus verschiedenen vorgegebenen Kriterien selbst zusammenstellen kann.

1.13 Verstarkungslernen

Mit Verstarkungslernen (engl. Reinforcement Learning) bezeichnet man das Problem wel-
ches sich einem Agenten stellt, wenn er durch “Ausprobieren” in einer dynamischen Um-
gebung optimales Verhalten lernen soll. Beispiele finden sich im Bereich der Robotik, der
Steuerung von industriellen Anlagen oder auch bei Spielen. Fiir das Spiel Backgammon
ist TD-Gammon [Tesauro, 1995] das erste Computerprogramm, das auf Weltklasse-Niveau
spielt. TD-Gammon hat durch Verstarkungslernen auf 1.5 Millionen Trainingsspielen ge-
gen sich selbst zu spielen gelernt. Die Anwendungen von Verstérkungslernen haben gemein,
dass ein Agent komplexe Abfolgen von Aktionen lernen muss. Beim Backgammon sind die
Aktionen (moglichst geschickte) Spielziige, bei mobilen Robotern Kommandos zur Motor-
steuerung.

Die Lernaufgabe des Verstarkungslernen unterscheidet sich ganz wesentlich von der des
Funktionslernens aus Beispielen. Beim Verstarkungslernen erhélt der Agent keine Beispiele
von gutem oder schlechtem Verhalten. Stattdessen darf er experimentieren und wird fiir
erfolgreiches Verhalten belohnt (bzw. fiir Misserfolge bestraft). Hinter diesem Vorgehen
steckt die Hypothese, dass es einfacher ist den Agenten auf diese Weise lernen zu lassen,
als das Verhalten von Hand zu programmieren und zu warten.

Formal besteht ein Verstarkungslernproblem aus drei Komponenten:

e Fine Menge von Zusténden S: Zu jedem Zeitpunkt befindet sich der Agent in genau
einem der Zustédnde. Die Zustédnde sind diskret und wir werden im Folgenden anneh-
men, dass die Menge der Zustdande endlich ist. Beim Backgammon ist & z. B. die
Menge aller moglichen Spielpositionen.

e Eine Menge von Aktionen A: Aktionen bringen den Agenten geméf einer Zustands-
ibergangsfunktion 4 : § x A — S von einem Zustand zu einem anderen.

e Eine Belohnungsfunktion r : & x A — R: Jedesmal, wenn der Agent eine Aktion
ausfithrt, erhdlt er eine (evtl. negative) Belohnung gemaf} dieser Belohnungsfunktion.
Die Belohnung ist in der Regel eine reelle Zahl.

Diese Komponenten stellen die Umgebung dar, in welcher der Agent agiert. Eine be-
sonders einfache Beispielumgebung ist in Abbildung 1.21 dargestellt. Jedes Késtchen ent-
spricht einem Zustand. Insgesamt gibt es 19 Zustande. Als Aktionen stehen Bewegungen
nach Osten, Westen, Siiden, Norden zur Auswahl. Die Zustandsiibergangsfunktion ¢ gibt
den entsprechenden Nachfolgezustand an. Lauft der Agent gegen eine Wand, so bleibt er
im aktuellen Zustand. Die Belohnungsfunktion r ist iiberall null, ausser der Agent bewegt
sich in den mit Z markierten Zustand. Fiir diese Aktion erhélt er eine Belohnung von 100.
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Abbildung 1.21: Eine einfache Beispielumgebung. Jeder Kasten entspricht einem Zustand.

Im Zustand Z gibt es nur eine Aktion - ndmlich in thm zu bleiben. Der Agent erhélt keine
weiteren Belohnungen. Man nennt einen solchen Zustand absorbierend.

Wie interagiert der Agent mit der Umgebung? Von seinem aktuellen Zustand wéhlt der
Agent eine Aktion. Die Auswahl der Aktion geschieht durch die sogenannte Verhaltensregel
(engl. policy) # : & — A des Agenten. Eine gute Verhaltensregel ist das Lernziel des
Agenten. Als Riickmeldung auf eine Aktion erhélt der Agent seinen neuen Zustand und
die Belohnung. Beides héngt lediglich vom aktuellen Zustand und der gewdhlten Aktion
ab, nicht aber von Zustdanden oder Aktionen, die weiter in der Vergangenheit liegen. Man
bezeichnet dieses Szenario auch als deterministischen Markov’schen Entscheidungsprozess.
Dieser Vorgang wiederholt sich solange der Agent lebt. Bis jetzt ist allerdings nicht klar,
wie eine gute Verhaltensregel aussehen soll. Intuitiv ist klar, dass der Agent moglichst
viele Belohnungen erhalten soll. Aber wie definiert man “méglichst viele Belohnungen” am
treffendsten?

1.13.1 Wann handelt ein Agent optimal?

Es gibt mehrere sinnvolle Méglichkeiten, wie man gutes oder optimales Verhalten definieren
kann. Hat der Agent eine begrenzte und bekannte Lebenszeit h, so ist es naheliegend, die
Summe der Belohnungen zur Bewertung einer Verhaltensregel m heranzuziehen. In diesem
Sinne gibt die folgende Funktion V7(s;) die Summe der Belohungen an, welche der Agent
erhdlt, wenn er im Zustand s; startet und dann der Verhaltensregel 7 folgt.

h

Vi (5t) = Z T4

=0
Die optimale Verhaltensregel ist die, welche fiir alle Startzustdnde die Funktion V7(s;)

maximiert. Ist die Lebenszeit des Agenten nicht beschrankt, ist die durchschnittliche Be-
lohnung ein sinnvolles Kriterium.

h
s M 1
Voo = Jim -2 rus

Im weiteren Verlauf des Kapitels wird allerdings das folgende Optimalitatskriterium be-
trachten. Es wird diskontierte kumulative Belohnung (engl. discounted cumulative reward)
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Abbildung 1.22: Die optimalen Werte fiir V.(s;) bei v = 0.9. Der Agent geht zuerst nach
Osten und dann nach Siiden.

genannt. Die Idee ist, frith eintretende Belohnungen héher zu bewerten als solche, die sich
erst weit in der Zukunft ergeben. Hierzu dient der Parameter 0 <~ < 1.

Vie(si) = Z VT
=0

Weiter in der Zukunft liegende Belohnungen werden also exponentiell geringer bewertet.
Je kleiner v ist, desto starker konzentriert sich die Bewertung auf die sofort eintretende
Belohnung. Man kann ~ als Zinsrate verstehen, oder auch als Wahrscheinlichkeit, dass
der Agent einen weiteren Schritt lebt. Insbesondere sind aber die Algorithmen, welche die
diskontierte kumulative Belohnung maximieren, besonders einfach und effizient.

Eine bemerkenswerte Eigenschaft ist, dass es eine Aquivalenz zwischen maximaler Be-
wertungsfunktion V*(s;) und optimaler Verhaltensregel 7* gibt. Es reicht also aus, die Be-
wertungsfunktion zu maximieren. Die optimale Verhaltensregel ldsst sich dann leicht able-
sen. Der Agent wahlt in einem Zustand s; die Aktion a, welche die gewichtete Summe aus
der sofortigen Belohnung r(s;,a) und der diskontierten Bewertungsfunktion VJ(d(s¢,a))
des Nachfolgezustandes maximiert.

m(st) = argmaxgea|r(se,a)+y-Vi(6(st,a))]

Das Beispiel in Abbildung 1.22 zeigt wie der Agent handelt, wenn er V;(s;) (hier fiir v =
0.9) kennt. Der Agent befindet sich im Zustand e. IThm stehen vier Aktionen zur Auswahl.
Geht er nach Siiden, so lauft er gegen die Wand und bleibt in Zustand e. Die sofortige
Belohnung ist 0 und V;:(e) = 81. Somit ist der Wert der Aktion “Siiden” 04+0.9-81.0 = 72.9.
Ebenso berechnet sich der Wert fiir die Aktion “Westen” als 0+ 0.9 - 72.9 = 65.6, fiir die
Aktion “Norden” als 04-0.9-72.9 = 65.6 und fiir die Aktion “Osten” als 0+0.9-90.0 = 81.0.
Der Agent geht also nach “Osten” und befindet sich nun im Zustand f. Hier stehen wieder
vier Aktionen zur Auswahl: “Westen” hat eine Bewertung von 040.9-81.0 = 72.9, “Norden”
04+0.9-81.0 =72.9, “Osten” 0+ 0.9-90.0 = 81.0 und “Siiden” 100.0 + 0.9 - 0.0 = 100.0.
Der Agent geht also nach Siiden und bleibt in dem absorbierenden Zustand Z.

Es ist nun klar wie der Agent handelt, wenn er V (s;) kennt. Die nachsten zwei Ab-
schnitte behandelt die Aufgabe V(s;) zu berechnen, bzw. zu lernen.
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Abbildung 1.23: Die Approximation der Bewertungsfunktion durch den Value-Iteration
Algorithmus nach der ersten, zweiten und dritten Iteration fiir v = 0.9.

1.13.2 Dynamische Programmierung

Wie findet man die Verhaltensregel, welche die diskontierte kumulative Belohnung maxi-
miert? Gehen wir zunéchst davon aus, dass der Agent die Zustandsiibergangsfunktion &
und die Belohnungsfunktion r bereits wihrend des Lernens vollstandig kennt. In dieser
Situation kann man das Problem mittels dynamischer Programmierung 16sen.

Mit Bezug auf das Optimalitdtskriterium aus dem vorangegangenen Abschnitt suchen
wir die Verhaltensregel 7, die fiir jeden Zustand die Bewertungsfunktion maximiert.

(o]
Vie(s) = maz, E VT
=0

Ein Algorithmus, der diese Verhaltensregel bzw. die maximale Bewertungsfunktion fin-
det, ist der Value-Iteration Algorithmus [Bellman, 1957]. Die Idee des Algorithmus ist die
Folgende. Der Algorithmus startet mit einer beliebigen Initialisierung seiner Schatzung
\A/doc(s) fir V(s). Zum Beispiel ist also \A/doc(s) = 0 fiir alle Zustande s € S zulédssig.
Dann iteriert der Algorithmus mehrmals iiber alle Zustande. Fiir jeden Zustand s wird
die optimale Aktion basierend auf der aktuellen Schétzung \A/dtc berechnet und der Wert

\A/dtc""l(s) = matqaea |7(s,a) 4+ - ‘A/dtc((S(s, a))| aktualisiert. Man kann zeigen, das fiir ¢ — oo

der Wert V/ (s) gegen Vi.(s) konvergiert.
Algorithmus 1 (Value-Iteration)
e Initialisiere Vi (s) =0 fiir alle s € S, t =10
e Solange \A/dtc(s) nicht gut genug
— Fir alle s € §
* ‘A/c;c—l—l(s) = mavaea |r(s,a)+7- ‘A/dtc((s(sv a))
—t:=1+1
o (b \A/dtc aus
Abbildung 1.23 zeigt den Fortschritt des Algorithmus in einem Ausschnitt der Beispie-
lumgebung nach dem ersten, zweiten und dritten Durchlauf durch die Schleife.
Es sei an die relativ starken Annahmen erinnert, die der Value-Iteration Algorithmus
bendtigt - namlich dass die Zustandsiibergangsfunktion 6 und die Belohnungsfunktion r
bekannt sind. Dies ist bei den meisten Agenten nicht gegeben.
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1.13.3 Q-Learning - Lernen in unbekannter Umgebung

In realen Anwendungen sind gerade die Zustandsiibergangsfunktion ¢ und die Belohnungs-
funktion r die Teile der Umwelt, die der Agent erst durch Exploration lernen muss. Ein
mobiler Roboter, den man in ein unbekanntes Gebaude setzt, weiss nicht in welchem Zu-
stand er sich befindet, wenn er 5 Meter vorwérts durch eine Tiir und dann 3 Meter nach
rechts geht. Dort konnte eine Wand im Weg sein, oder er kénnte eine Treppe hinunterge-
fallen sein. Desweiteren soll der Roboter erst herausfinden, wofiir er Belohnungen erhélt.
Will ein Agent in unbekannter Umgebung lernen, muss er also Experimente durchfiihren.

Das erste Problem, welches gelést werden muss, ist das der Aktionsauswahl. Den Aus-
druck argmaxgea[r(se,a) + - Vi(6(st,a))] kann man ohne Kenntnis von r und § nicht
auswerten. Man kann dies aber leicht umgehen, indem man eine Bewertungsfunktion
Q(s,a) direkt fiir Aktionen lernt. Q(s,a) ist definiert als r(s,a) + v - V(6(s,a)). Kennt
man Q(s,a) fiir alle Aktionen im aktuellen Zustand, so kann man wie gehabt die optimale
Aktion leicht bestimmen.

Ein Lernalgorithmus, der ¢) durch Exploration lernt, ist der sogenannte ()-Learning
Algorithmus [Watkins und Dayan, 1992]. Er funktioniert nach einem dhnlichen Prinzip wie
der Value-Iteration Algorithmus, benutzt aber nur Informationen, an die der Agent durch
Ausprobieren von Aktionen selber gelangen kann. Immer wenn der Agent eine Aktion a
ausprobiert, nimmt er seinen neuen Zustand s’ und die erhaltene Belohnung r wahr. Die
geschitzte Bewertung Q(S, a) des Ausgangszustandes verdndert er dann nach der Regel

N

Q(s,a):=r+~- maxa/eAQ(S', a')

Wieder kann man zeigen, dass der Algorithmus die optimale Bewertungsfunktion () lernt,
wenn jede Aktion in jedem Zustand nur haufig genug durchlaufen wird.

Algorithmus 2 (Q-Lernen)
o [nitialisiere Q(s,a) =0 fir alle s € S und a € A, s ist Startzustand

o Wiederhole solange der Agent lebt

— Wihle eine Aktion a und fiihre sie aus

— FErhalte Belohnung r und neuen Zustand s’

— Q(S, a):=r+~- maxa/eAQ(s’, a’)

- s5:=5

Die Aktionsauswahl ist im Algorithmus nicht néher spezifiziert solange sichergestellt

ist, dass jede Aktion hdufig genug ausprobiert wird. Hier ergibt sich das sogenannte “Ex-
ploration vs. Exploitation” Dilemma. Zu Beginn des Algorithmus wird der Agent Aktionen
zuféllig auswahlen, da alle die gleiche Bewertung haben. Aber nach einiger Zeit hat der
Agent ein passables Q gelernt. Sollte der Agent weiterhin beliebige Aktionen ausprobie-
ren und so vielleicht ein besseres Q finden (Exploration), oder sollte der Agent immer
die Aktion mit dem grofiten Q(S,a) wahlen, um die Belohnung zu maximieren (Exploi-
tation)? Oft wird eine Mischung zwischen beidem gewéahlt. Mit {iber die Zeit steigender
Wahrscheinlichkeit wahlt der Agent die Aktion mit dem grofiten Q(s,a), aber mit einer
gewissen Wahrscheinlichkeit auch eine der anderen Aktionen. Eine optimale Losung dieses
Problems ist allerdings schwierig.
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1.13.4 Erweiterungen

Aus Platzgriinden wurde hier nur die einfachste Form des Verstarkungslernens behandelt.

Einige Erweiterungen sollen aber trotzdem kurz erwdhnt werden:

Nicht-Deterministische Umgebungen Aktionen wurden als deterministisch angenom-
men d. h. sie fithrten immer zum gleichen Nachfolgezustand und zur gleichen Beloh-
nung. Oft ist dies aber nicht der Fall. Z. B. wird ein mobiler Roboter auf den Befehl
“gehe einen Meter vorwarts” oft sich nur 80cm weit bewegen, da der Boden an der
Stelle uneben ist. Es sind also mehrere Nachfolgezustande moéglich, die jeweils mit
einer gewissen Wahrscheinlichkeit eintreten. Gleiches kann auch fiir die Belohnungen
gelten. Der Q-Learning Algorithmus kann aber auch diesen Fall handhaben, wenn
man die rekursive Formel durch Q(S, a):=(1- oz)@(s, a)+afr+v- maxa/eAQ(s’, a’)
ersetzt, wobel 0 < o < 1 eine Lernrate ist, die langsam gesenkt wird.

Verborgener Zustand Oft kann der Agent seinen Zustand nicht eindeutig bestimmen.
Fiir einen Roboter mégen zwei Raume gleich “aussehen”. Die Handhabung dieses

Problems ist allerdings sehr schwierig (siche z. B. [Kaelbling et al., 1996]).

Modellbasiertes Verstarkungslernen Eine Alternative zum Q-Learning ist es, zuerst
o und r zu lernen und dann Algorithmen wie Value-Iteration anzuwenden. Auch
Kombinationen beider Methoden werden untersucht.

Funktionslernen Fiir jeden Zustand eine separate Bewertung zur lernen und speichern
ist fiir grofle Zustandsmengen zu ineffizient. Indem man Zustdnde durch Merkmale
beschreibt, versucht man die Bewertungsfunktion mit Methoden aus Kapitel 1.2 zu
lernen. Gelingt es gut zu generalisieren, kann der Agent auch in Situationen gut
handeln, die er vorher noch nicht untersucht hat.

Literatur Als weiterfithrende Literatur sind [Sutton und Barto, 1998] und in kompakterer
Form [Mitchell, 1997] und [Kaelbling et al., 1996] zu empfehlen.
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